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Resumen

Este trabajo es una introduccién a la teoria de conexiones en fibrados principales, conocida
habitualmente como teoria gauge. En particular, el objetivo principal del trabajo es la demostracién
de la correspondencia entre fibrados planos sobre una variedad diferenciable y las representaciones
del grupo fundamental de dicha variedad en el grupo de estructura de los fibrados. Este resultado
muestra una profunda relacién entre un invariante diferenciable de la variedad, como es el espacio
de moéduli de fibrados planos, y un invariante topolégico, su variedad de caracteres.

Palabras clave: Fibrado, fibrado principal, conexion, curvatura, distribucion integrable, espa-
cio recubridor, monodromia, holonomia.

Abstract

This document is an introduction to the theory of connections on principal bundles, also known
as gauge theory. In particular, the main goal of the text is the proof of the correspondence between
flat bundles over a smooth manifold and the representations of the fundamental group of the
manifold into the structure group of the bundles. This result shows a deep relation between a
smooth invariant of the manifold, the moduli space of flat bundles, and a topological invariant, its
character variety.

Keywords: Fibre bundle, principal bundle, connection, curvature, integrable distribution, cov-
ering space, monodromy, holonomy.
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Introducciéon

La teoria de fibrados aparece de forma muy natural en geometria diferencial, por ejemplo, al considerar
objetos que inmediatamente vemos necesario asociar a una variedad diferenciable, como puede ser el
fibrado tangente. Para dar una buena nocién de lo que significa derivar una seccién a lo largo de un
fibrado, aparecen las coneziones. Todos los fibrados llevan asociado un determinado grupo de estructura,
lo que lleva de forma bastante directa al concepto de fibrado principal. La teoria de conexiones puede
generalizarse también a este contexto, dando lugar a la teoria de conexiones principales.

A toda conexién principal se le puede asignar una forma diferencial llamada la curvatura. Si se
entienden las conexiones como distribuciones <horizontales>, la curvatura mide lo que dista una co-
nexién de ser una distribucién integrable. Resultan entonces de particular interés aquellas conexiones
para las cuales la curvatura es nula. Estas son las coneziones planas.

Utilizando el teorema de Frobenius es posible hallar variedades integrales mazimales asociadas a
una distribucién integrable y, por tanto, en particular, a una conexién plana. Es facil demostrar que
la distribucién integrable asociada a una conexién plana A en un fibrado principal define un espacio
recubridor sobre la base del mismo. A dicho espacio recubridor se le puede asignar un homomorfismo
de monodromia, que da una representacién del grupo fundamental de la base en el grupo de estructura
del fibrado principal. Esta representacién se denomina el homomorfismo de holonomia de la conexién
A. Se demuestra entonces que esta asignacién define una correspondencia biyectiva entre el denomina-
do espacio de mdduli de fibrados planos (los fibrados planos identificados por equivalencia gauge) y la
llamada variedad de caracteres (las representaciones del grupo fundamental en el grupo de estructura
salvo automorfismo interno). Estos objetos son de gran interés en la matemética moderna y se encuen-
tran en el centro de miltiples correspondencias entre distintas ramas de las mateméticas como son
la teoria gauge, la topologia algebraica, la teoria de ecuaciones en derivadas parciales y la geometria
algebraica.

El objetivo de este trabajo es enunciar y demostrar la correspondencia ya enunciada entre cone-
xiones planas y representaciones del grupo fundamental. Para ello introducimos las nociones bésicas
sobre fibrados en general y sobre fibrados principales en particular, conexiones y curvatura. También
estudiamos detalladamente la teoria de espacios recubridores regulares o de Galois y la clasificacion
de los espacios G-espacios recubridores, mediante la introduccién de la accion de monodromia.

En la Seccién 1 repasamos algunos conceptos bésicos sobre acciones de grupos en general, y de
grupos de Lie en particular. Concretamente, introducimos las nociones de orbita y estabilizador, des-
cribimos varios tipos de accién en funcién de sus propiedades y, en el contexto de los grupos de Lie,
introducimos las nociones de campo vectorial fundamental y la forma de Maurer-Cartan.

La Seccién 2 es un repaso de nociones elementales de topologia algebraica, como las relaciones
basicas entre el grupo fundamental y los espacios recubridores. En la Seccién 3 se desarrolla mas esta
relacién, introduciendo la accion de monodromia, el grupo de Galois de un espacio recubridor y la
teoria de G-recubridores.

La Seccion 4 es el ntcleo del trabajo, siendo asi la seccién maés larga y también la mas importante.
En esta seccién se introduce toda la teoria de fibrados y de fibrados principales y todo lo relacionado
con conexiones, curvatura y transformaciones gauge.

Finalmente, la Seccién 5 contiene el enunciado y la demostracion de la correspondencia fundamental
de este trabajo.

Las Secciones 1 y 2 se consideran <repaso> de los contenidos del grado y por tanto en las mismas
se ha decidido omitir la mayoria de las demostraciones. La Seccién 3 ha seguido los libros de Fulton
[3] y Lee [6]. Para la Seccidn 4 las referencias principales han sido el libro de Hamilton [4] y el libro de
Morita [9], complementado con las notas de Figueroa-O’Farrill [2] y el libro de Kobayashi-Nomizu [5].
La demostracién del teorema de la Seccién 5 se ha tomado a grandes rasgos del libro de Morita [§].






1 Accion de un grupo

1.1 Definicién y propiedades
Definicién 1.1. Sea G un grupo y M un conjunto. Una aplicacién

MxG— M
(P,g)—np-g

tal que:
1) p-1g =p paratodop € M,
2) p-(gh) = (p-g)-h para todo g,h € G, p e M,
se dice que es una acciéon por la derecha de G sobre M.

Una accidén por la izquierda se define de manera andloga como una aplicacién

GxM-—M
(9:p)—g-p

que cumple:
1) 1¢-p=pparatodop e M,
2) (gh)-p=g- (h-p) paratodo g,h € G, p € M.

Podemos pensar la accién del grupo G sobre M como mover un punto p € M sobre M segun varia el
elemento g € G.

Si G es un grupo topolégico, M un espacio topolédgico y la aplicacién en cuestién es continua, en-
tonces se dice que es una acciéon continua. De igual manera, si G es un grupo de Lie, M una variedad
diferenciable y la aplicacién es diferenciable, entonces se dice que es una accién diferenciable.

Proposicién 1.2. Dada una accion M x G — M; (p,g) — p - g por la derecha de un grupo G sobre
un conjunto M. Entonces la accién G x M — M dada por (g,p) — g-p=1p g~ define una accion
por la izquierda de G sobre M.

Fijado un elemento g € G se definen la traslacién por la derecha como la aplicacién

Ry: M — M
pr— Ry(p)=p-g

y la traslacion por la izquierda como la aplicacién

Ly: M — M
p—— Ly(p) =g p.

Claramente, para el caso de acciones continuas o diferenciables se tiene que tanto la traslacion por la
derecha como por la izquierda son funciones continuas o diferenciables respectivamente.

Todas las traslaciones, definen biyecciones de M para cualquier ¢ € G y las aplicaciones Rg :
G — Biy(M); g — Ry y Lg : G — Biy(M); g — L, son homomorfismos de grupos. Para acciones
continuas o diferenciables se tienen los homomorfismos de grupos G — Homeo(M) o G — Diff (M)
respectivamente.

Las siguientes definiciones las vamos a dar en términos de una accién por la derecha M x G — M;
(p,g) — p- g, aunque para acciones por la izquierda son anélogas.



Definicién 1.3. Se define la érbita de un punto p € M bajo la acciéon de G como el conjunto
Oc(p) ={p-9:9€G}.
Definicién 1.4. Se define el estabilizador de un punto p € M bajo la accién de G como el conjunto

Staba(p) :=={g9 € G :p-g =p}.
Es un subgrupo de G.
La relacion dada por
p~ qsiysolosiq=p-gparaalging e G
para p,q € M es una relacién de equivalencia. La érbita de cada punto p € M es precisamente la clase

equivalencia de dicho punto, es decir, Og(p) = [p].

Definicién 1.5. Sea GG un grupo que actiia sobre un conjunto M, se define el espacio de orbitas de
la accién como el conjunto

M/G:={Og(p) C M :pe M}.
Al conjunto M /G también se le conoce como espacio cociente de M por la accién de G.

La aplicacién w : M — M /G definida por p — 7(p) = [p] se conoce como proyeccién. Se dice que
un punto p € M es un representante de z € M/G si [p] = =.

Definicién 1.6. Una accién de G sobre M es transitiva si para cualesquiera p,q € M con p # q
existe un elemento g € G tal que p = g - g. En este caso, se dice que M es un espacio homogéneo de

G.
Definiciéon 1.7. Una accién de G sobre M es libre si para todo p € M tal que p- g = p entonces
g = 10.

Si la accion de G es a la vez libre y transitiva, entonces se dice que G actia de forma simplemente
transitiva sobre M.

Definiciéon 1.8. Sean 1 : M x G — M y 3 : N x G’ — N dos acciones por la derecha de dos
grupos diferentes G 'y G’ sobre dos conjuntos diferentes M y N respectivamente y sea p: G — G’ un
homomorfismo de grupos. Entonces se dice que la aplicacién f : M — N es p-equivariante si

fp19)=fp)2p(9)
para todo p € M, g € G.

Si G actda sobre My Ny f(p-19) = f(p) -2 g entonces diremos que f : M — N es una aplicacién
G-equivariante.

En el caso de acciones continuas o diferenciables la aplicacién f tiene que ser continua o diferenciable
respectivamente. Si f es biyectiva, entonces diremos que es un isomorfismo de acciones de G.

1.2 Campos vectoriales fundamentales

Sea G un grupo de Lie y consideremos acciones diferenciables por la derecha y por la izquierda. Como
vimos en la seccién anterior, las traslaciones por la derecha R, : G — G; h +— Ry(h) = h-g=hgy
por la izquierda L, : G — G; h — Ly(h) = g - h = gh son difeomorfismos.

Definicién 1.9. Un campo vectorial v € X(G) es invariante por la izquierda si para todo elemento
g € G se tiene que Ly, (v) = v.



Los campos vectoriales invariantes por la izquierda sobre un grupo de Lie estdn completamente
determinados por sus valores en un solo punto de G, por lo tanto, a cada vector vy, € T} ,G le podemos
asociar un campo vectorial v invariante por la izquierda definido por vy = Lg4(v1,). Teniendo en cuenta
que el corchete de Lie de dos campos vectoriales invariantes por la izquierda es también un campo
invariante por la izquierda, T1,G con la operacién [,] tiene estructura de dlgebra. Al par (T1.G,[,])
que denotaremos por g se le conoce como algebra de Lie de G.

Definicién 1.10. Se define la forma de Maurer-Cartan como la 1-forma g-valuada 6 en G, 6 €
0Y(G; g), definida por
Oy = (Lg-14)g : TyG — T1,G = g.

La forma de Maurer-Cartan asocia a cada vector tangente v, € T,G el tnico campo vectorial
invariante por la izquierda cuyo valor en g sea v,.
Para todo g € G se define la aplicacion

LyoR;—1 =Ady:G— G
h+— Ad,(h) = ghg™".
Esta aplicacién preserva la identidad, es decir, Ady(lg) = glgg™' = lg, por lo tanto, su derivada

Adg . : g — g define una representacién de G sobre su algebra de Lie. Esta representacién viene dada
por la aplicacién ady := Ady « : g = g definida como

adg(v) = %h:o(g exp(tv)g~")

y se la conoce como representacion adjunta.

Proposicién 1.11 (Invariancia de la forma de Maurer-Cartan). Sea G un grupo de Lie y sea 0 €
OYG; g) la forma de Maurer-Cartan. Entonces se tiene:

Li0=10

R0 = Adgy-1 00

para todo g € G.

Definicién 1.12. Dada una accién por la derecha de un grupo de Lie G sobre una variedad dife-
renciable M. Para un v € g se define su campo vectorial fundamental o(v) para todo p € M
como

op(v) = %\tzo@ - exp(tv)).

En el caso en el que el grupo G actuara por la izquierda, el campo vectorial fundamental de v € g
viene dado por

73(0) = - li=olexp(~10) - 1)

para todo p € M.

A lo largo del texto también usaremos v para denotar el campo vectorial fundamental de un campo
.

Teniendo en cuenta que los campos v € g definen subgrupos uniparamétricos dados por exp(tv)
para t € R, la accién de dicho subgrupo sobre un punto p € M define una curva en M y el campo
vectorial fundamental en p es el vector velocidad de dicha curva en t = 0.

Proposicién 1.13. Sea G un grupo de Lie que actia sobre una variedad diferenciable M y sea v € g:

1. Si G actia por la derecha, entonces Ry.(o(v)) = o(ad,—1 v).



2. 81 G actia por la izquierda, entonces Ly, (o(v)) = o(adgv).

Demostracion. Solo vamos a probar el caso para la accién por la derecha, pues para la accién por la
izquierda es de manera similar. Por definicién, para un p € M,

Rys(op(v)) = %h:oRg(p -exp(tv)) = %h:o((p cexp(tv)) - g) = %\t:o(p . g9~ exp(tv)g)
= %h:o(p -exp(tv)g) = %h:o(p -gexp(tad,—1v)) = op.g(adg-1v).

Por lo tanto, se tiene que Ry.(0(v)) = o(ad,—1 v). O



2 Espacios recubridores

2.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicién 2.1. Sean Y y X dos espacios topoldgicos y sea p : Y — X una aplicacién continua.
Un subconjunto abierto N C X se dice que estd regularmente cubierto por p si p~!(INV) puede
escribirse como una unién disjunta de subconjuntos abiertos {Vy}aea de Y tales que ply, : Vo, = N
es un homeomorfismo para cada a.

Definicién 2.2. Sean Y y X dos espacios topoldgicos con Y conexo y localmente conexo por caminos.
Sea p : Y — X una aplicacién continua y sobreyectiva. Se dice que p : Y — Xes una aplicacion
recubridora si todo punto de X tiene un entorno regularmente cubierto por p. En este caso se dice
que Y es un espacio recubridor de X y X es la base del recubridor.

A lo largo del texto utilizaremos los términos aplicacion recubridora y recubridor de igual manera
para referirnos a la estructura p : Y — X completa.

Observacion 2.3. Sip: Y — X es una aplicacién recubridora, entonces para cada x € X el subespacio
p~1(x) C Y tiene la topologia discreta ya que cada V, C Y es abierto e interseca con p~!(z) en un
solo punto, por lo tanto este punto es abierto en p~!(x).

Algunos autores dan una definicién de espacios recubridores més general, omitiendo la condicién de
que Y sea localmente conexo por caminos, o incluso que Y sea conexo. Suponiendo que Y es conexo y
localmente conexo por caminos tenemos que realmente Y es conexo por caminos. Ademas, el hecho de
que p sea sobreyectiva implica que X es también conexo por caminos y por ser una aplicacién cociente
y abierta, X es localmente conexo por caminos.

Ejemplo 2.4. La aplicacién p : R — S! dada por p(z) = (cos(27mz),sin(27z)) es una aplicacién
recubridora. En efecto, si consideramos el subconjunto

X+ = {(cos(2mx),sin(2mx)) : cos(2rx) > 0,z € R}
de los puntos de S! con la primera coordenada positiva, vemos que
p H(Xy) = {x € R: cos(2mx) > 0},

es decir,

pil(X-‘r) = |_| ‘/na

nez
donde V,, = (n — i, n+ i) Ademss, es claro que la restriccién de p sobre cualquier intervalo V,,, por
las propiedades de las funciones seno y coseno, es una aplicacion continua, biyectiva y con inversa
continua, y por lo tanto es un homeomorfismo entre V,, y X, .
Aplicando el mismo razonamiento para los subconjuntos

X_ ={(cos(2mx),sin(2mx)) : cos(2mz) < 0,z € R}

Y. = {(cos(27x),sin(27x)) : sin(27zx) > 0,z € R}

Y_ = {(cos(2mz),sin(27x)) : sin(27z) < 0,2 € R},
tenemos que estos subconjuntos abiertos de S' recubren enteramente S' y cada uno de ellos estd
regularmente cubierto por p.

Ejemplo 2.5. Considerando S' como el subconjunto de niimeros complejos de médulo 1, St = {z €
C : |z| = 1}, la aplicacién p, : S* — S dada por p,(z) = 2" es una aplicacién recubridora. En efecto,
si para cualquier zg € S! consideramos el subconjunto N = S* \ {20}, tenemos que

P H(N)={z€S": 2™ £ —2},

el cual tiene n componentes cada una de ellas homeomorfa a N via p,.



Nota 2.6. Es importante tener en cuenta que la condiciéon de que p sea un homeomorfismo local
y ademds sea una aplicacién sobreyectiva no es suficiente para asegurar que p sea una aplicacion
recubridora. Por ejemplo, si consideramos Y = (0,2) C R y definimos p : ¥ — S'; y — p(y) =
(cos(2my), sin(2my)), claramente p es un homeomorfismo local y es una aplicacién sobreyectiva. Sin
embargo, no es una aplicacién recubridora, ya que el punto (1, 0) en S no tiene un entorno regularmente
cubierto. La preimagen de cualquier entorno U de (1,0) en S! consiste en intervalos de la forma
(0,6),(1—¢,14¢),(2—¢,2) C (0,2) con € > 0. Pero las restricciones de p sobre los intervalos (0,¢) y
(2 — €,2) no son homeomorfismos sobre U.

2.2 Propiedades de elevacion

Definicién 2.7. Sean p : Y — X una aplicacién recubridora y ¢ : Z — X una aplicacién continua.
Una elevacién de ¢ es una aplicacién continua ¢ : Z — Y tal que po @ = ¢:

E

> i
?. l”

-

y 24 X

Teorema 2.8 (Teorema de unicidad de elevacién). Sea p: Y — X wuna aplicacion recubridora y sea Z
un espacio topoldgico conexo. Supongamos que ¢ : Z — X es una aplicacion continua y o1,p2 : Z =Y
son elevaciones de ¢ tales que 1(z) = pa(z) para algin punto z de Z. Entonces 1 = @s.

Teorema 2.9 (Teorema de elevacién de homotopia). Sea p : Y — X wna aplicacion recubridora y
sea Z un espacio topologico localmente conexo. Supongamos que pg,p1 @ Z — X son aplicaciones
continuas, H : Z x I — X es una homotopia de @o a ©1 y @o : Z — Y es una elevacion de pq.
Entonces existe una tinica elevacion de H a una homotopia H tal que Hy = po. Si H es estacionaria
en algun subconjunto A C Z, entonces también lo es H.

Corolario 2.10 (Propiedad de elevacién de caminos). Sea p : Y — X wuna aplicacion recubridora.
Supongamos que v : I — X es un camino cualquiera en X ey € Y un punto cualquiera en p~1(v(0)).
Entonces existe una dnica elevacion v : I —'Y de vy tal que ¥(0) = y.

Siempre que p : Y — X sea una aplicacién recubridora usaremos la siguiente notacién para las
elevaciones de caminos: si v : I — X es un camino e y € p~*(7(0)), entonces denotaremos como
Ay : I =Y ala tnica elevacién de v que satisface 7, (0) = y.

Teorema 2.11 (Teorema de Monodromia). Sea p: Y — X una aplicacidn recubridora. Supongamos
que v y 7 son dos caminos en X con un mismo punto inicial y punto final, y sean ¥, y % sus
elevaciones con el mismo punto inicial y € Y :

a) Yy ~ 7, siy solo siy~7'.

b) Sivy~~', entonces 3, (1) = 7,(1).
Demostracion. a) Si 7, ~ 7, teniendo en cuenta que v = po7, y 7' = po7, y que la homotopia de
caminos se conserva bajo la composicién con p, entonces se tiene que v ~ +'. Por otro lado, si v ~ 7/,

sea H : I x I — X la homotopia de caminos entre v y 4. Por el teorema se tiene que H se eleva
a una homotopia H:IxI—Y entre 7y v alguna elevacién de 4 con punto inicial y, la cual, por el
teorema , debe ser igual a %

b) Por el apartado anterior se tiene que vy ~ +' implica que 7, y % son homotdépicos como caminos
y por lo tanto 7, (1) y 7, (1). O

Teorema 2.12 (Teorema de inyectividad). Sea p:Y — X una aplicacién recubridora. Para cualquier
punto y € Y, el homomorfismo inducido p, : m1(Y,y) — 71 (X, p(y)) es inyectivo.
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Demostracion. Sea [o] € m1(Y,y). Supongamos que [o] € Ker(p.), entonces se tiene que py[o] = [c4],
o lo que es lo mismo, po o ~ ¢, en X. Por el teorema sabemos que cualesquiera elevaciones de
poo y ¢, con mismo punto inicial deben ser homotdépicas como caminos en Y. Teniendo en cuenta
que o y ¢, son elevaciones de p o 0 y ¢, respectivamente, con punto inicial y, se tiene que o ~ ¢,
en Y y por lo tanto, [o] = 1 (y,,. Se tiene entonces que Ker(p.) = 1, (y,) ¥ en consecuencia,
py s (Y, y) = m (X, p(y)) es un homomorfismo inyectivo de grupos. O

Aplicando el 1° Teorema de Isomorfia al homomorfismo inducido por la aplicacién recubridora
podemos observar que el grupo fundamental del espacio recubridor es isomorfo a un cierto subgrupo del
grupo fundamental de la base. A dicho subgrupo se le llama subgrupo inducido por el recubridor.

Teorema 2.13 (Criterio de elevacién). Supongamos que p:Y — X es una aplicacion recubridor. Sea
Z un espactio topoldgico localmente conexo por caminos y sea ¢ : Z — X una aplicacion continua.
Dados zo € Z e yo € Y tal que p(yo) = ¢(20), la aplicacion ¢ tiene una elevacion & : Z —'Y tal que
?(20) = yo st y solo si el subgrupo ¢.(m1(Z, 20)) de 71(X, ¢©(yo)) estd contenido en p.(mw1(Y,yo)).

11
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3 Monodromia

3.1 Accion de Monodromia

Consideremos el recubridor p : ¥ — X. Para cualquier punto y € Y con p(y) = z, el corolario nos
dice que todo lazo o con punto base x € X tiene una tnica elevacién a un camino &, con 7,(0) = y. El
hecho de que o sea un lazo nos garantiza que 7,(1) € p~!(z) y por el teorema de monodromia tenemos
que o, (1) solo depende de [o] € m1(X, ). Gracias a esto podemos definir una accién por la derecha
del grupo fundamental 71 (X, x) sobre la fibra p~!(z) de la siguiente manera:

pHa) x m(X,a) — p~H(2)
(y,[o]) ¥ y = [o] = 7 (1).
Para ver que, efectivamente, es una accién, tenemos que comprobar dos cosas:

(1) yx*[cs] =y para cualquier y € p~!(z), donde ¢, denota el camino constante en X, ¢, (t) = x para
todo ¢ € [0,1].

(2) (y=[o]) x[0'] =y * ([0][0]) para y € p~'(2), [0], [0] € mi(X, ).
Por como se ha definido la accién, tenemos que
Y [ca] = cy(1)

donde ¢, es la tnica elevacién de ¢, con punto inicial y, y como ¢, (1) = y, se sigue la igualdad de
la propiedad (1). Para probar la propiedad (2), sean o y ¢’ dos lazos en X con punto base z y sea
z = 014(1). Por como hemos definido la accién, tenemos que

(y*[o]) x[0'] = Gy (1) x [0] = 2 x [o].

Y por otro lado, tenemos que
y* ([olo']) =y * [o0].
Teniendo en cuenta que ¢,0., es la elevacién de oo’ con punto inicial y, se tiene que
y*[oo'| =0,0.(1) =0.(1) =z * [0].

Ademsés, ya que Y es conexo por caminos, cualesquiera dos puntos y, 3y’ de la fibra p~!(z) estardn
unidos por un camino v en Y. Si hacemos o = p o y, vemos inmediatamente que 7 es la elevacién de
o con punto inicial y, luego y * [0] = 3. En consecuencia, esta accién que acabamos de definir, a la
que llamaremos accidn de monodromia, es una accién transitiva por la derecha de 71 (X, x) sobre

-1
p (@)
Ahora bien, podemos definir la siguiente aplicacién

To:p~'(x) = p ' (2)

definida por T, (y) = 7,(1), que como hemos visto, solo depende de [o]. Claramente T, es biyectiva, y
por lo tanto, sea Biy(p~!(x)) el grupo de biyecciones de p~!(x), podemos definir el homomorfismo

p:m(X,z) — Biy(p~(z))
dado por p([o]) = Ty, conocido como homomorfismo de monodromia del recubridor.

Teorema 3.1 (Estabilizadores de la accién de monodromia). Sea p : Y — X un recubridor y sea
x € X. Para cada y € p~1(x), se tiene que

Stabr, (x,2)(y) = p«(m1(Y;y)) C m1 (X, x).
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Demostracion. Sea y un punto cualquiera de la fibra p~!(x). Sea [0] € Staby, (x +)(y), se tiene entonces
que y*[o] = y. Por la definicién de la accién de monodromia, se tiene que &, (1) = y, es decir, 7, es un
lazo en Y con punto base y lo que implica que [7,] € 71 (Y,y). Teniendo en cuenta que p,([7,]) = [o]
se puede concluir que [o] € p.(m1(Y,y)). Por otro lado, supongamos ahora que [o] € p.(m1(Y,y)). Se
tiene entonces que existe un lazo ¢’ en Y con punto base y tal que p.([o']) = [o] o lo que es lo mismo,
poo’ ~ o.Sea p=poc’ por la unicidad de elevacién tenemos que p, = o', y en consecuencia tenemos

que y - [o] =y - [p] = py(1) = 0’'(1) =y, es decir, [o] € Stab, (x4 (y). O
Como consecuencia directa de este teorema se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.2. Seap:Y — X un recubridor y sea y € Y con p(y) = x.
a) Sio es un lazo en X con punto base x entonces o, (1) =y si y solo si [o] € p.(m(Y,y)).

b) Siyy~y son dos caminos en X cony(0) =+'(0) =z yy(1) =+'(1) = 2’ entonces 7,(1) = Yy (1)
si y solo si [Y'y7Y] € pu(m1(Y,y)).

En general, el subgrupo inducido por una aplicacién recubridora depende del recubrimiento y de
la eleccién del punto base. El siguiente teorema muestra que dicho subgrupo podria cambiar, aunque
de una manera muy restringida, cuando cambiamos el punto base dentro de una misma fibra.

Teorema 3.3 (Teorema de conjugacién). Sea p : Y — X un recubridor. Para cualquier x € X, a
medida que y varia sobre p~1(z), el conjunto de los subgrupos inducidos p.(m1(Y,y)) es exactamente
una clase de conjugacion en w1 (X, x).

Demostracion. Sea x € X, por el teorema sabemos que
Staby, (x,2)(y) = p«(m1(Y,y))
para todo y € p~1(x). Por lo tanto tenemos que
{pe(m(Y,)) 1y € p~ ' (2)} = {Stabr, (x.0) (y) 1y € p7' (2)}.

Vamos a ver ahora que el conjunto {Stab,, x - (y) : y € p~1(z)} es exactamente una clase de conju-
gacién. Sean y,y’ € p~1(x) tal que ¥’ = y * [o] para algtn [o] € m (X, x),

Stabr, (x,0)(y") = {lo] € m(X,2) : ¢/ x [0'] = ¢/}
={lo] € m(X,2) : (y * [o]) * [0'] =y * [o]}
={lo'] € m(X,2) 1 y * ([0][0"][0] ") = y}
= {lo'] € m(X,2) : [o][o"][o] ™" € Staby, (x0) (1)}

= [(7] Stab,rl (X,7) (y) [g]_l_

Por lo tanto, Stab,, (x ) (y) ¥ Stab, (x 2)(y’) son subgrupos conjugados de (X, z). Por otro la-
do, si consideramos el estabilizador Stabr, (x ,)(y) de un punto y € p~1(z) cualquiera, sea H =
[o] Stabr, (x,z) (y)[e]~* un subgrupo cualquiera de 71(X, ) conjugado a Stab, (x,z)(y), claramente
H = Stab,, (x)(y * [0]71). Podemos concluir entonces que el conjunto de estabilizadores es exac-
tamente una clase de conjugaciéon y en consecuencia, también lo es el conjunto de los subgrupos
p«(m1(Y,y)) con y variando en p~1(x). O

En el caso en el que el subgrupo p.(m(Y,y)) es un subgrupo normal de m(X,x) se tiene que
P« (m1(Y,y)) no depende de la eleccién del punto base dentro de la fibra.
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3.2 Recubridores de Galois

Definicién 3.4. Un recubridor de Galois es un recubridor p : Y — X tal que para algin y € Y el
subgrupo inducido p.(m1(Y,y)) es un subgrupo normal de 71 (X, p(y)).

Estos recubridores también reciben el nombre de recubridores normales o regulares.

Proposicién 3.5 (Caracterizacién de recubridores normales). Sea p: Y — X una aplicacion recubri-
dora. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Y es un recubridor normal (i.e., p.(71(Y,y)) <71 (X, p(y)) para algin y € Y ).

(b) Para algin x € X, los subgrupos p«(m1(Y,y)) son los mismos para todo y € p~1(x).
(¢c) Para todo x € X, los subgrupos p.(m1(Y,y)) son los mismos para todo y € p~*(z).
(d) El subgrupo p.(m1(Y,y)) es normal para todoy € Y.

Demostracion. Supongamos que p,(m1(Y,y)) es subgrupo normal de 71 (X, z) para cualquier punto
y € Y. Por ser normal es el tnico elemento de su clase de conjugacion y por el teorema se tiene
que p«(m1(Y,y)) no depende de la eleccién del punto base dentro de una misma fibra. Por lo tanto,
para cualquier punto x € X se tiene que p,(71(Y,y)) es subgrupo normal para todo punto y € p~ ().
Con esto acabamos de probar la implicacién (d) = (c). Las implicaciones (c) = (b) = (a) son directas,
luego solo necesitamos probar (a) = (d).

Supongamos que py(m1 (Y, y’)) es un subgrupo normal de 7 (X, z’) para algiin punto ¢y’ € Y donde
' = p(y’). Sea ahora y € Y un punto cualquiera tal que © = p(y) y sean « : I — Y el camino que une
y conyenY y = poa el camino en X que une x con z’. Sean @, y ®3 isomorfismos de cambio de
punto base definidos por @, ([o]) = [a][o][a] ¥ ®5([p]) = [B]]p][B], obtenemos el siguiente diagrama:

(Y, y) —2s 1 (Y, y)

[ [

(X, x) % m (X, ")

Ademis el diagrama es conmutativo, pues

P« © @a([0]) = pu(®a([0]) = p.([@lo]le]) = [Blp«([0])[5] = @5(p«(0])) = 5 o p«((0]).

Se tiene entonces que @ (p«(m1(Y, ")) = p«(m1(Y,y)) y como los isomorfismos de grupos llevan subgru-
pos normales a subgrupos normales, se tiene que p.(m1(Y,y)) es un subgrupo normal de 71 (X, x). O

Accion por la izquierda del grupo fundamental en recubridores de Galois

Sea p : Y — X un recubridor, vimos que para cualquier € X el grupo fundamental 7 (X, z) actua
por la derecha, mediante la accién de monodromia, sobre la fibra p~!(z). Ahora nuestro objetivo es
definir una accién de 1 (X, 2) por la izquierda no solo sobre las fibras de p : Y — X, sino sobre todo el
espacio Y, es decir, para dos elementos [o] € m1(X,z) v z € Y queremos definir otro punto [0] -z € Y.
Para que esto sea posible, supondremos que p : Y — X es un recubridor de Galois.

Sea y' =y * [0] = d,(1) y sea v un camino en Y con v(0) =y y (1) = z, teniendo en cuenta que
p(y) = p(y’) = x, el camino (po~), que estd definido en X, tiene punto inicial (po~v)(0) = x. Podemos

entonces definir el punto (po ’y)y,(l) que denotaremos por w(z,0,7) y que por las propiedades de

elevacién de caminos podemos escribir como o(p o), (1).
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Para que los puntos w(z,0,7v) no dependan de la eleccién de v tenemos que ver que para otro
camino 4" en Y con 7/(0) = y y 7/(1) = z se tiene

w(z,0,7) = w(z,0,7)

0 equivalentemente,

o(por),(1)=c(peor), ().
Por la proposicién (3.2]) esta condicién es equivalente a

[o(pory)(o(poy)~] € p(m(Y,y)).

1

Teniendo en cuenta que v'v~! es un lazo en Y con punto base y, tenemos que

[e(poy)(o(po)~ 'l =[(apoy)(po (v~ 1))
= [o][po (/v o]
= [olp. (/v ")]o]

luego
[o(pory)o(por)~] € lo]pu(mi(Y,y))lo] .

Y por ser p un recubridor de Galois, también es un elemento de p.(m (Y, y)). Por lo tanto, w(z, o,~)
solo depende de z y de [o].
Asi pues, podemos definir la siguiente accién por la izquierda:

7T1(X,.Z‘) XY —Y

([o],2) /= [o] - 2 = w(z,0,7) = o(pon),(1).
Para ver que efectivamente es una accién tenemos que probar dos cosas:
(1) [ez] -z = z para todo z € Y.
(2) [o]- (0] 2) = ([o][0"]) - z para z € Y, [0], [0'] € m (X, 7).

Teniendo en cuenta que ¢;, (1) = y se tiene que

—_~

[ea] - 2= ca(p o), (1) = (por)y(l) = =

por lo tanto se cumple (1). Para probar (2), teniendo en cuenta que lo caminos (oo’)(po~y) y o(o’(po~y)
son homotdpicos como caminos, entonces por el teorema de monodromia se tiene que sus elevaciones
en Y con punto inicial ¢ tienen mismo punto final y por lo tanto,

3.3 Grupo de Galois de un recubridor

Definicién 3.6. Sean p; : Y7 — X y po : Yo — X dos recubridores de X. Un homomorfismo de
recubridores entre p; y p2 es una aplicacién continua ¢ : Y7 — Y5 tal que p2 o ¢ = p1, es decir, tal que
el siguiente diagrama es conmutativo

Y1 %Yg

N
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Un tsomorfismo de recubridoreses un homomorfismo de recubridores que ademaés es un homeo-
morfismo. Dos recubridores son isomorfos si existe un isomorfismo de recubridores entre ellos.

Proposicién 3.7 (Propiedades de los homomorfismos de recubridores). Seanp; : Y1 = X yps : Yo —
X dos recubridores de X :

(a) Si p y @' son dos homomorfismos de recubridores tales que o(y) = ¢'(y) para algin y € Y1,
entonces ¢ = ¢’ en Y7.

(b) Dado un z € X, cualquier homomorfismo de recubridores de py a py restringido a py*(z) es una
aplicacion 71 (X, x)-equivariante, respecto de la accidn de monodromia, entre las fibras pl_l(x) Y

—1
py (z).
(c) Cualquier homomorfismo de recubridores es una aplicacion recubridora.

Demostracion. (a) Teniendo en cuenta que si tenemos dos recubridores p; y pa de un mismo espacio
podemos ver los homomorfismos entre p; y ps como elevaciones de p;.

Yi

B
qj/ 7 lpz

vy, 2 X

Por el teorema se tiene que si dos elevaciones coinciden en un punto, entonces son iguales. En
consecuencia, si dos homomorfismos de recubridores coinciden en un punto, son iguales.

(b) Sea ¢ : Y7 — Y5 un homomorfismo entre los recubridores p; y ps. Por definicién, tenemos que
p2 0w = p1 lo que implica que ¢ 0p1—1(x) = pg_l(l“) para todo x € X. Ahora, para ver que <p|p;1(x) :
pyt(x) — pyt(x) es una aplicacién m (X, x)-equivariante tenemos que ver que ¢(y * [0]) = @(y) * [0]
para cualesquiera y € p;'(z), [0] € m(X,x). Sea 7, la elevacién de o en Y; con punto inicial y. Si
consideramos el camino ¢ o g, en Ys, tenemos que pp o (poay) = (p2o @)oo, = p1 0oy = o y ademds
p00,(0) =¢(y), luego p 07, es la elevacién de o en Y con punto inicial ¢(y). Por lo tanto,

p(y) *[o] = (poay)(1) = p(ay(1) = ¢y * [o]).

(c) Sea ¢ : Y1 — Y3 un homomorfismo entre los recubridores p; y pa. Para ver que ¢ es una aplicacién
recubridora tenemos que ver que @ es sobreyeciva y que todo punto de Y5 tiene un entorno regularmente
cubierto por ¢.

Sea y € Yz con © = pa(y) en X. Como p; es sobreyectiva, tenemos que p; * () # () y por el apartado
(b) sabemos que QD‘pl—l(m) es una aplicacién w1 (X, z)-equivariante. Ademds, <p|p1_1($) es una aplicacién
sobreyectiva pues, sean w € p;*(z) vy 2z = @(w), por la transitividad de la accién de monodromfa
tenemos que para un punto dado y’ € p,'(x) existe un [o] € 7 (X,z) tal que v/ = z * [0], luego
o(w* [0]) = p(w) * [0] = 2z x [0] =3/, por lo tanto, cualquier punto de p, () estd en la imagen de ¢,
y en particular y. Por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

Sean ahora Ny, N7 C X entornos de z regularmente cubiertos por p; y ps respectivamente, sea
N? = N¥ N NF, que sabemos que es no vacio porque z € N{ N N7 . Es claro que N? es un entorno de
2 en X regularmente cubierto por p; y pa. Sea ahora V' la componente de p5 L(N*) que contiene a .
Tenemos que probar que ¢ lleva cada componente de ¢ ~(V) a V por homeomorfismos. Si consideramos
las aplicaciones p; y ¢ restringidas a p; ' (N®), ya que V es abierto y cerrado en p; '(N®) se sigue
que ¢~ (V) es abierto y cerrado en p; *(N?), y por lo tanto, es una unién de componentes. En cada
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componente V,, se tiene que el siguiente diagrama conmuta

por lo tanto, se tiene que ¢ = p; Lop; y como tanto p; como ps restringidas a V,, son homeomorfismos,
 también lo es. O

Teorema 3.8 (Existencia de homomorfismo de recubridores). Sean p; : Y1 — X y py : Yo — X dos
recubridores de X y sean y; € Y1, yo € Yo puntos base tales que p1(y1) = pa(y2). Entonces existe
un homomorfismo de recubridores @ entre p1 y pa tal que ©(y1) = ya si y solo si p1,(m1(Y1,y1)) C
P (m1 (Y2, 1)),

Demostracion. Ya que un homomorfismo entre los recubridores p; y p2 se puede ver como una elevacion
de p1, por el teorema (2.13) se sigue el resultado. O

Teorema 3.9 (Unicidad de isomorfismo de recubridores). Sean p; : Y1 — X y pa : Yo — X dos
recubridores de X :

(a) Dados y1 € Y1 e ya € Ya tales que p1(y1) = pa2(y2), entonces existe un isomorfismo, necesa-
riamente Unico, ¢ de recubridores de py a ps tal que ©(y1) = y2 si y solo si p1,(m1(Y1,91)) =
pZ*(Trl(}/Qa y2))

(b) Los recubridores Y1 e Yo son isomorfos si y solo si para algin x € X, las clases de conjugacidn
de los subgrupos de m1 (X, ) inducidas por p1 y pa son las mismas. En este caso, las clases de
conjugacion son las mismas para todo x € X.

Demostracion. (a) Supongamos que existe un isomorfismo ¢ : Y7 — Y5 tal que ¢(y1) = y2 para
y1 € Y1,y2 € Y dados, y sea © = p1(y1) = p2(y2). Por el apartado (b) de la proposicién (3.7]) sabemos
que

Plpi 1 (@) = Py (2)
es un 7 (X, x)-automorfismo que lleva y; a yo. Sea ahora [0] € Staby, (x,.)(y1), se tiene que
Y2 x [0] = @l =15y (1) * [0] = @l 1y (w1 * [0]) = @l =10y (41) = 2,
por lo tanto, Stabr, (x 2)(y1) € Stabr, (x.2)(y2)-
Procediendo de la misma manera para <p_1|p;1(x) py () — pyt(x), se tiene que
Stabﬂ'l(X,x) (y?) < Stabﬂ'l(X,m) (yl)
y por lo tanto, Staby, (x 2)(y1) = Stabr, (x z)(y2). En particular, por el teorema (3.1)) se tiene que
Pro(mi(Y1,91)) = pa. (m1(Yz, y2)).

Por otro lado, si p1, (71 (Y1,41)) = p2, (71 (Ya2,92)), por el teorema se sabe que existen dos homo-
morfismos ¢ : Y1 — Y3, ¢ : Yo — Y7 tales que o(y1) = y2 ¥ ¥(y2) = y1. La composicién oy : Y1 — Yy
es un homomorfismo de Y; en si mismo que deja fijo y1, es decir, coincide en y; con la aplicacion
identidad, por lo tanto, por la proposiciéon se tiene que 1 o ¢ = Idy,. De igual manera se tiene
que @ oy = Idy,, asi pues, ¢ es el isomorfismo buscado.
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(b) Supongamos que py : Y7 — X y py : Yo — X son dos recubridores isomorfos. Sea ¢ : Y7 — Ys
dicho isomorfismo. Para cualquier punto = € X,

Plpt 1 (@) = Py (2)

es un 7 (X, z)-automorfismo entre las fibras p;*(z) y py ' (). En la demostracién del apartado (a)
vimos que para y; € p; () e yp € py () tales que <p|p;1(z)(y1) =y se tiene que

Stabyr, (x,z)(y1) = Stabr, (x,2)(y2)

y por lo tanto, {Stab,, (x..)(y1) 1 y1 € p; ' (z)} = {Stab,, (x..)(¥2) : y2 € p5 ' (z)}. Como los estabiliza-
dores de la accién de monodromia son exactamente los subgrupos inducidos por los recubrimientos, se
tiene que p; y p2 inducen la misma clase de conjugacién de los subgrupos de 7 (X, z).

Por otro lado, supongamos que dos recubridores de un mismo espacio X, p; : Y7 = X ypo: Yo - X
inducen la misma clase de conjugacién para algin punto x € X. Sea y; ! (z), por el teorema , existe
algin yo € Ys tal que p1,(m1(Y1,91)) = pa2.(m1(Y2,y2)), y por lo tanto, por el apartado (a), existe un
isomorfismo entre p; y p2 que lleva y; a yo. Razonando de igual manera que en el parrafo anterior, se
tiene que p; y po inducen la misma clase de conjugacién en 71 (X, ') para cualquier otro punto base
e X. O

Definicién 3.10. Sea p : Y — X un recubridor. Un automorfismo de Y es un isomorfismo del
recubridor Y en si mismo, esto es, un homeomorfismo ¢ : Y — Y tal que p o ¢ = p, es decir, tal que
el siguiente diagrama es conmutativo

Los automorfismos de recubridores también reciben el nombre de transformaciones deck. El
conjunto
Aut(Y/X)={¢:Y = Y : ¢ es un homeomorfismo tal que po ¢ = p}

de todos los automorfismos del recubridor p : ¥ — X tiene esctructura de grupo con la composicién
usual de aplicaciones, pues tanto la composicion de automorfismos, como la inversa de un automorfismo
y la aplicacién identidad de Y son todas automorfismos. Este grupo Aut(X/Y') recibe el nombre de
grupo de Galois del recubridor.

Proposicién 3.11 (Propiedades del Grupo de Galois). Sea p:Y — X un recubridor:
a) Si dos automorfismos coinciden en un punto, entonces son iguales.

b) Dado un € X, cada automorfismo restringido a la fibra p~'(z) es un m (X, x)-automorfismo
respecto de la accion de monodromia.

¢) Para cualquier abierto N C X regularmente cubierto, cada automorfismo permuta las compo-
nentes de p~1(N).

d) El grupo Aut(X/Y) actia de manera libre sobre Y por homeomorfismos.

Demostracion. Teniendo en cuenta que que los automorfismos de p son homeomorfismos de Y en si
mismo, por la proposicién se demuestran inmediatamente los apartados (a) y (b).

(c) Sea N C X un abierto de X regularmente cubierto por p, y sea V,, una componente de p~1(N).
Por ser ¢ un homeomorfismo, ¢(V,,) es un subconjunto conexo de p~*(NN), por lo tanto debe estar
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contenido en una sola componente V/ de p~!(NN). Ahora bien, usando este mismo argumento para
o Y(V) se tiene que p(V,,) es exactamente una componente de p~1 (V).

(d) Por definicién, Aut(Y/X) actia sobre Y por homeomorfismos. Ademds, por el apartado (a)
sabemos que la identidad es la tinica aplicacién que deja todos los puntos fijos y por lo tanto, la accién
de Aut(Y/X) sobre Y es libre. O

El siguiente teorema, que es consecuencia directa del teorema de Unicidad de isomorfismos de
recubridores, nos muestra un criterio para decidir cuando dos puntos de una misma fibra estdn en la
misma érbita del grupo de Galois del recubrimiento.

Teorema 3.12. Sea p:Y — X un recubridor. Si y1,y2 € Y son dos puntos de la misma fibra p~1(x),
entonces existe un automorfismo o tal que ©(y1) = ya si y solo si los subgrupos inducidos p.(m1 (Y, y1))
y p(m1(Y,y2)) de m (X, x) son iguales.

Demostracion. La demostracién es inmediata por el teorema (3.9)). O

Como consecuencia de este teorema tenemos una forma alternativa de caracterizar los recubridores
normales.

Corolario 3.13. Seap:Y — X un recubridor. El grupo de Galois del recubrimiento Aut(Y/X) actia
de forma transitiva sobre cada fibra si y solo si Y es un recubridor normal.

Demostracion. Sea p : Y — X una aplicacién recubridora y sea z € X un punto cualquiera. Por el
teorema tenemos que p es un recubridor de Galois si y solo si los subgrupos p.(m (Y, y)) son
iguales para todo punto y de la fibra p~!(z). Y por el teorema tenemos que los subgrupos
p.(m1(Y,y)) son iguales para todo punto y de la fibra p~1(x) si y solo si Aut(Y/X) actia de forma
transitiva sobre p~!(z). O

Teorema 3.14. Sea p : Y — X wun recubridor y sea x € X wun punto cualquiera. La aplicacion
© > @lp-1(z) €s un isomorfismo entre Aut(Y/X) y el grupo de m (X, x)-automorfismos de p~'(x).

Demostracion. Por el apartado (b) de la proposicién , sabemos que para un x € X cualquiera,
cada elemento ¢ € Aut(Y/X) restringido a p~1(x) es un 71 (X, z)-automorfismo de p~*(z). Ademsds,
sean @1, @2 € Aut(Y/X), se tiene que (¢1002)]p-1(2) = @1lp—1(2) ©¥2lp-1(x)- Por lo tanto, la aplicacién
© — @|p-1(z) es un homomorfismo entre Aut(Y/X) y el grupo de w1 (X, z)-automorfismos de p~*(z).
Ahora tenemos que ver que dicho homomorfismo es inyectivo y sobreyectivo.

El apartado (a) de la proposicién nos dice que si dos automorfismos coinciden en algin punto
de la misma fibra, entonces deben de ser iguales, por lo tanto, la aplicacién ¢ — ¢|,-1(;) es inyectiva.
Para ver la sobreyectividad de la aplicacién, sea n : p~(z) — p~!(x) un 7 (X, z)-automorfismo de
p~(z). Sean y1,y2 € p~*(x) tal que n(y1) = y2 y sea [o] € Staby, (x,.)(y1). Se tiene que

y2 * [o] = n(y1) * [o] = n(y1 * [0]) = n(y1) = ¥2,

donde la segunda igualdad se obtiene de la 71 (X, 2)-equivarianza de 7. Por lo tanto, [o] € Stab,, (x 2)(y2),
es decir, se tiene que Stab. (x ) (y1) € Staby (x)(y2). Procediendo de la misma manera para
n~1, que sabemos que existe por ser n un 7 (X, r)-automorfismo, llegamos a la conclusién de que
Stab, (x,2)(y1) = Staby, (x 2)(y2) y en consecuencia, por el teorema (3.1), p« (71 (Y, y1)) = pa(m1(Y, y2))-
Ahora, por el teorema , se tiene que existe un automorfismo de recubridores ¢ tal que ¢(y1) = ya.
Como 1y ¢|,-1(z) son dos 1 (X, )-isomorfismos de p~*(z) tal que n(y1) = y2 = ¢|p-1(2)(y1), han de
ser iguales y por lo tanto, la aplicaciéon ¢ +— ¢|,-1(,) es sobreyectiva. O

Teorema 3.15 (Teorema de Estrucura del Grupo de Galois). Sean p: Y — X un recubridor, y € Y
y x = p(y). Entonces se tiene el siguiente isomorfismo:

Nry (x,2) (P (M1 (Y, 9))
Dx (7T1 (Yv y))

Aut(Y/X) =
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Demostracion. Dada la aplicacién recubridora p : Y — X y sean y € Y un punto arbitrarioy z € X tal
que xr = p(y) Sea [p] € Nﬂ'1(X,m) (Stabrrl(X,m) (y))v se tiene también que [P]il € N7r1(X,ac) (Stab‘n'l(X,r) (y))
Por lo tanto, si y' = y * [p], tenemos que

Stabm(X,z)( ) [p Stab7r1(X z)( )[p]_l

]
={[p'] € m(X,z) : [pl[p][p] " € Stabr, (x.0)(¥)}
={lp] e m(X,z):y= (o)) =y}
={lpl € m(X,z): (y*[p]) * [p'] =y * o]}
={lPlem(X,z):y *[p] =9y}
= Stabr, (x.2) W),

y por el teorema (3.1)), p«(m1(Y,y)) = p«(m1(Y,y')). Ademds, por el teorema (3.12)) sabemos que existe
un tnico 7 (X, z)-automorfismo ¢, tal que ¢,(y) =y’
Sea Autr, (x,z) (p~1(z)) el grupo de m (X, z)-automorfismos de p~!(x). Definimos ahora la aplica-
cién
F: Nﬂ'l(X,a:)(StabTrl(X,w)(y)) — Autfrl(X,ac) (pil(x))
tal que F([p]) = 9, Sean [p1], [02] € Ny (x.2) (Staby, x.0) (4)), 5 tieme que

p1 © Pps(Y) = @p, (Y % [p2]) = 9p, (U) * [p2] = v * [p1][p2] = Pp1p. (V)

Como dos 7 (X, z)-automorfismos que coinciden en un punto son iguales, se tiene que @,, 0@, = @y, p,
y en particular, F'(p1)F(p2) = F(p1p2), por lo tanto la aplicacién F' es un homomorfismo. Ademds, sea
ahora ¢ un 71 (X, x)-automorfismo de p~!(z), como 7 (X, z) acttia de manera transitiva sobre p~1(x),
existe un [o] € 71 (X, ) tal que y * [o] = ¢(y) y por el teorema se tiene que p.(m (Y,y)) =
p«(m1(Y,y * [0])), en particular,

Stabm(X,z)( ) = Stabm X,z) (y * [ ]) [ ] ! Stabm(X z)( )[‘7]

por el teorema ([3.1)). Luego [p] ™! € Ny, (x.2)(Staby, (x2)(y)) vy en consecuencia [p] también. Asif, hay
un tnico 71 (X, z)-automorfismo ¢, tal que ,(y) =y * [p] y como ¢ € Auty, (x,)(p~ ' (2)), se tiene
que @, = .

Por lo tanto la aplicacién F' es un homomorfismo sobreyectivo entre los grupos Ny, (x,z)(Stabr, (x,2)(v))
y Autr, (x.2) (p~!(x)). Ahora, por el primer teorema de isomorfia, en su versién para grupos,tenemos
el siguiente isomorfismo,

No, (x,2) (Staby, (x0) (1)) —— Attty (x.0)(p (@)

! I

Nﬂl(xyz)(set:«z);)l(x,m)(y)) = Im(F)

donde Im(F) = Auty, (x ) (p~'(x)) por ser F sobreyectiva y Ker(F) = Stab,, (x,.)(y) pues [p] €
Ker(F') si y solo si F([p]) = ¢, = Id,-1(4), es decir, si y solo si y = Id,-1(,)(y) = ¢,(y) = y * [p], es
decir, si y solo si [p] € Stabr, (x »)(y). Por lo tanto se tiene que

Nﬂ'l (X,z) (Stab'frl (X,z) (y))
Sta’bﬂ'l (X,x) (y)

Por el teorema (3.1]) se tiene que

Ny, (x,2) (P (m1(Y,9)))
D« (7'('1 (K y))

= Autr, (x,0) (P ().

= Attt (x.0) (' (7))
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Por tlitmo, por el teorema (3.14), tenemos que Auty, (x .)(p~'(x)) = Aut(Y/X), y por lo tanto,

N7r1 (X,x) (p* (71-1 (Ya y)))
P+« (7T1 (K y))

>~ Aut(Y/X).

O

Como casos particulares del teorema anterior se obtienen los siguientes corolarios cuya demostracién
es inmediata:

Corolario 3.16. Sip:Y — X es un recubridor normal, entonces para cualesquierax € X,y € p~1(z)
se tiene que Aut(Y/X) = 71 (X, 2)/p« (71 (Y, p 1 (z))).

Corolario 3.17. Sip:Y — X es un recubridor e Y es simplemente conexo, entonces se tiene que
Aut(YV/X) 2 m (X, z).

3.4 (G-recubridores

Una accién por la derecha de un grupo G sobre un conjunto Y es propiamente discontinua si para
cada y € Y existe un entorno VC Y talque V-g={y-g:y eV} yV -h={y-h:y €V} son
disjuntos para cualesquiera g,h € G. Este tipo de acciones también reciben el nombre acciones de
espacios recubridores.

Teorema 3.18. Sean Y un espacio topolégico conexo y localmemente conexo por caminos y G un
grupo que actia sobre Y. Sea X = Y/G el espacio de drbitas o clases de equivalencia. Entonces se
tiene que la aplicacion cociente p 1 Y — X es una aplicacion recubridora si y solo si la accion de G es
propiamente discontinua. En este caso, p es un recubridor normal y ademds Aut(Y/X) = G.

Demostracion. Supongamos que p : Y — X es una aplicacién recubridora donde X = Y/G. Seay € Y
un punto cualquiera y sea x = p(y). Sea N* C X un entorno de z regularmente cubierto por p. Por
definicién, sabemos que podemos escribir p~1(N®) como la unién disjunta de abiertos de Y tal que
la restriccion de p a cada uno de esos abiertos es un homeomorfismo sobre N*. Sea V uno de esos
abiertos tal que y € V. Se tiene que para cualquier g € G con g # 1g, (V- g) NV =0, pues de no ser
asi, si y1 € (V- g) NV, entonces existe un yo € V tal que y2 - g = y1 y se tendria que p(y1) = p(y2) v
por lo tanto, la restriccién de p a V' no seria inyectiva, y en consecuencia no seria un homeomorfismo.
Asi, para todo g, h € G con g # h se tiene que

(V)N (V-h)=((V-gh™)nV) - h=10

luego G actiia de manera propiamente discontinua sobre Y.

Por otro lado, supongamos que el grupo G actia sobre Y de manera propiamente discontinua. La
aplicaciéon p : Y — Y/G es continua y ademds es abierta, pues para todo abierto V' C Y se tiene
que p~1(p(V)) es la unién de los abiertos V - g para g € G. Como G actiia de manera propiamente
discontinua, dicha unién es disjunta. Ahora, sea ply.4 : V - g — p(V) la restriccién de p sobre cada
abierto V- g de Y. Como p(y - g) = p(y) para todo y € V, se tiene que p es sobreyectiva. Ademds, para
y1,y2 € V tal que p(y1 - g) = p(y2 - g) se tiene que existe un h € G tal que y; - gh = y2 - g y como G
actia de manera propiamente discontinua, se tiene que h = 1, luego y1 - ¢ = y2 - ¢ y en consecuencia,
plv.g es inyectiva. Asi pues, se tiene que p|y.4 es un homeomorfismo y por lo tanto p : ¥ — Y/G es
una aplicacién recubridora.

Por iltimo, si a todo g € G le hacemos corresponder la aplicacién g : Y — Y; y — g(y) = yg,
es claro que po g = p, por lo tanto g € Aut(Y/X), y en particular G C Aut(Y/X). Ahora, sea
v € Aut(Y/X), para un y € Y dado, se tiene que p o o(y) = p(y), luego existe un g € G tal que
y-g=@(y). Como y — y-gy ¢ son dos automorfismos que coinciden en un punto, por la proposicién
(3-11), son iguales, por lo tanto Aut(Y/X) = G. Por construccién, G actia transitivamente sobre
cada fibra y como acabamos de ver que G = Aut(Y/X), por el corolario (3.13)) se tiene que p es un
recubridor normal. O
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Definicién 3.19. Sea GG un grupo. Un G-recubridor es un recubridor p : ¥ — X tal que G actia
de manera propiamente discontinua sobre Y y ademds X = Y/G.

Dos G-recubridores p : ¥ — X, p’ : Y/ — X son isomorfos como G-recubridores si existe un
homeomorfismo ¢ : Y — Y’ tal que p’ o ¢ = p y ademds ¢(y - g) = ¢(y) - g para cualesquiera
g € G,y € Y. Es decir, un tsomorfismo de G-recubridores es un isomorfismo de recubridores
G-equivariante.

Lema 3.20. Sea p:Y — X un G-recubridor, entonces para cualquier punto x € X existe un entorno
N* C X de x tal que el G-recubridor p|,-1(y=y : p LY (N®) — NZ es isomorfo al G-recubridor trivial
N x G — N, es decir, todo G-recubridor es localmente trivial como G-recubridor.

Para un G-recubridor p: Y — X, G actiia de forma transitiva sobre cada una de las fibras p~(z)
de p. Por el teorema sabemos que si p : Y — X es un G-recubridor entonces también serd
un recubridor normal y ademds Aut(Y/X) = G y por el corolario tenemos que por ser p un
recubridor normal, Aut(Y/X) actia de forma transitiva sobre cada fibra.

También como consecuencia del corolario tenemos que si p : Y — X es un G-recubridor y
ademds Y es simplemente conexo, entonces el grupo fundamental de X es isomorfo a G. En general,
este isomorfismo depende de la eleccién del punto base y, salvo isomorfismos internos. En particular,
si G es un grupo abeliano, el isomorfismo es independiente de las elecciones de los puntos base.

Monodromia en G-recubridores

Recordemos que, para un recubridor p : ¥ — X, con punto base yo € Y, si 9 = p(¥o), la monodromia
viene definida por el homomorfismo

p: (X, z0) = Biy(p~(x0)); 0] = p([0]) = T>,

donde T, (y) = 7,(1) para todo y € p~!(zp). Ahora bien, si p: Y — X es un G-recubridor, sabemos
que G actia de forma transitiva sobre cada una de las fibras, luego para cualquier y € p~!(z¢) existe
un elemento g € G tal que 7,(1) = yg. Por lo tanto, podemos definir la siguiente aplicacién

Pyo - T1(X,20) — G

tal que gy, (1) = yog.

Proposicién 3.21 (Monodromia en G-recubridores). Sea p : Y — X un G-recubridor y sea yo € Y
con p(yo) = xo un punto base. Entonces la aplicacion

Pyo - T1(X,20) — G

es un homomorfismo de grupos.
Demostracion. Sean [o], [0’] € m1(X, x0), se tiene que
-1 m-1y _ -1 m-1 _ ~ m—1
Yo (pyo ([0]) ™ pyo ([0 77) = (Wopye ([0]) ™) pyo ([0'D) ™ = e (1) py, ([07])
= Tyopyo (o) (1) =05, 1y(1)
-1

= Ty, (1) = yopy ([0')lo)

Por lo tanto,



De donde se deduce que

pyo([0'][61) = pyo ([0"]) pyo ([0])-

Luego py, es un homomorfismo. O

Vamos a ver ahora como se comporta el homomorfismo de monodromia si hacemos variar el pun-
to base yo a lo largo de la fibra m=1(zg). Sea y, € 7 !(xg), y consideremos el homomorfismo de
monodromia

py6 : 7T1(X,.7J0) — G,

se tiene entonces que

Gy (1) = yopy, ([o]) 7

Como G acttia de forma transitiva sobre 71 (z0), ¥ = yoh para algiin h € G, luego se tiene

Gy, (1) = yohpy, ([o]) 71,

y también

Por lo tanto,

yohpy, ([01) ™" = yopy, ([0]) ",

de donde se deduce

pus (o)™ =" py (o))",

y en consecuencia,

Py ([0]) = h ™ py, ([0])h.

Esto es, py, y py; son homomorfismos conjugados.

3.5 Recubridor Universal

Sea p : Y — X una aplicacién recubridora, se dice que es el recubridor universal de X si Y es un
espacio simplemente conexo, es decir 71 (Y, y) = {0}.

Definicién 3.22. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es semilocalmente simplemente
conexo si para cualquier punto = € X existe un entorno abierto N* C X de z tal que cualquier lazo
definido en N* con punto base z es nulhomotdpico en X, es decir, es homotopico al camino constante
Cy

Observacion 3.23. Hay que tener en cuenta que el lazo usado en la definicion se define en el entorno
N7 pero la homotopia que lo lleva a ¢, estd definida en todo X.

Proposicion 3.24.

(a) Seap:Y — X un recubridor simplemente conexo. Para cualquier otro recubridor p’ : Y/ — X
de X existe una aplicacién recubridora P:Y — Y’ tal que p’ o P = p.

(b) Dos recubridores simplemente conexos del mismo espacio son siempre isomorfos.
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Demostracion. (a) Sean p :' Y — X y p' : Y’ — X dos recubridores de un mismo espacio X. Sea
y € Y un punto cualquieray x € X tal que z = p(y). Como (Y, y) = {0} estd contenido en cualquier
subgrupo de 1 (X, ), en particular estard contenido en p’, (71 (Y’,y’)) donde y' € Y tal que p'(y') = =.
Por el teorema se tiene que existe un homomorfismo de recubridores entre p y p’, y por el apartado
(¢) de la proposicién se tiene que dicho homomorfismo es una aplicacién recubridora.
(b)Sip:Y = X yp' : Y’ — X son dos recubridores simplemente conexos de un mismo espacio
X, se tiene que m1(Y,y) = {0} = m(Y’,y’) para cualesquiera y € Y, y' € Y’. Luego por el apartado
(a) del teorema se tiene que los recubridores son isomorfos. O

La primera parte de la proposiciéon nos dice que un espacio recubridor simplemente conexo de un
espacio X es también recubridor del resto de recubridores de X. Esta es la razén por la que a dicho
recubridor se le conoce como recubridor universal.

Definicién 3.25. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que es localmente simplemente conexo si
X admite una base de abiertos simplemente conexos.

Enunciamos el siguiente teorema sin demostracién. Una demostracién del mismo puede encontrarse
en [4].

Teorema 3.26 (Existencia del recubridor universal). Todo espacio topoldgico conexo y localmente
simplemente conexo tiene recubridor universal.

Proposicién 3.27. Sea X un espacio topolégico conexo, localmente conexo por caminos y semilo-
calmente simplemente conexo. Para cualquier subgrupo H de m (X, x) existe un recubridor conezo
pu : Yg — X, con punto base yg € py~1(x) tal que el subgrupo inducido por pg, es H. Ademds,
si K es un subgrupo de m1(X,x) que contiene a H, entonces existe una dnica aplicacién continua
P,k Yu — Yk tal que pu k(yu) = yx y es compatible con las proyecciones de X. Esta aplicacion
es una aplicacion recubridora y si H es un subgrupo normal de K, entonces py x es un G-recubridor
con G=H/K.

Podemos encontrar una demostracién de esta proposicién en [3].

A cada subgrupo H del grupo fundamental de X le corresponde un recubridor py : Yg — X
que podemos identificar con el recubridor universal uy : X/H — X, donde H actiia de manera
propiamente discontinua sobre X como subgrupo de Aut(X/X) = (X, z). Vemos también que los
recubridores de Galois de X corresponden a los subgrupos normales H de m (X, ), esto significa que
todo G-recubridor p: Y — X tiene la forma X /H — X, con m (X, z)/H = Aut(Y/X) = G.

3.6 G-recubridores y representacion del grupo fundamental

En la demostracién del Teorema de Estructura del Grupo de Galois vimos que para una aplicacién
recubridora p : Y — X existe homomorfismo sobreyectivo

F: Ny (x0) (P2 (m1 (Y, 9))) = Aut(Y/X)

con Ker(F) = p.(m1(Y,y)). Si p: Y — X es un G-recubridor, por el teorema sabemos que p es
un recubridor normal y ademds Aut(Y/X) es isomorfo a G. Por ser p recubridor normal, se tiene que
p«(m1(Y, %)) es un subgrupo normal de 71 (X, z), luego Ny, (x,2)(p«(m1(Y,y))) = m1(X, ). Por lo tanto,
tenemos un homomorfismo sobreyectivo entre m (X, x) y G, y por el primer teorema de isomorfia,
se tiene que G es isomorfo a m (X, z)/H, donde H = p.(m1(Y,y)). Como hemos visto en la seccién
anterior, el espacio Y es el cociente del recubridor universal X de X por la accién de H. La idea del
siguiente teorema es poder extender esta correspondencia a todos los G-recubridores de un espacio,

tanto conexo como no conexos.

25



Proposicion 3.28. Sea X un espacio topolégico que tiene recubridor universal y sea xog € X un
punto base cualquiera. Sea G un grupo. Se tiene que existe una correspondencia biyectiva entre el
conjunto de homomorfismos de m (X,x0) a G y el conjunto de G-recubridores con punto base de X,
salvo isomorfismo:

Hom(m1 (X, z0), G) > {G-recubridores de X con punto base}/{isomorfismos}.

Demostracion. Paso 1 (Construccién de un G-recubridor a partir de un homomorfismo): Sea F' :
71(X, 29) — G un homomorfismo. Sea X el recubridor universal del espacio X. Dando a G la topologia
discreta se tiene que X x G es un producto de copias de X , una para cada elemento de G. Definimos
ahora la accién por la izquierda de 71 (X, z) sobre X x G de la siguiente manera,

(X, 20) x (X x G) — X x @
([o],(2,9)) — ([o] - 2, F([o]) - 9)

para [0] € (X, z0), z € X, g € G donde [0] - 2 es la accién definida en la seccién (3.2) de 7 (X, z)
sobre X v gF([0]71) es la operacién del grupo G. Definimos ahora el espacio Yz como el cociente de
X x G por la accién de 71 (X, z)

Yp = (X x G)/m(X,z).

Denotando por [z, g] la imagen en Yz de los puntos (z, g) de X x G, tenemos que

o] 2,91 = [lo]™" - (lo] - 2, 9)] = [, F([o] ™) - g].

Ahora definimos la aplicacién pr : Y — X de manera que [z,g] — pr([z,9]) = u(z). Si hacemos
actuar a G sobre Yr de manera que para h € G, [z,9] - h = [z, gh], se tiene que G actiia de manera
propiamente discontinua sobre Y}, y por lo tanto, pr : Yr — X es un G-recubridor. Teniendo en cuenta
que el recubridor universal u : X — X es un 71 (X, x)-recubridor, por el lema se tiene que u
es localmente trivial como 71 (X, x)-recubridor. Sea N un abierto de X tal que el recubridor universal
u: X — X es trivial, se tiene entonces que u=!(N%) 2 N* x m; (X, z). Por otro lado, tenemos que

pr' (N?) = {[z,9) € Yr : pr([z,9)) € N} ={[2,9] € Yr : u(z) € N}
= (u Y(N") x G)/m (X, x),
y por lo tanto
ppt (N®) = ((N® x (X, 2)) x G)/m(X,2) 2 N* x G

Estos homeomorfismos son compatibles con las proyecciones sobre N7, y se sigue entonces que la
accién de G es propiamente discontinua y el recubridor

pF|p;,1(NI) :ppt(N®) — N*

es un G-recubridor. Como X estd cubierto por esos abiertos IV se tiene que pp : Yp — X es un
G-recubridor.

Paso 2 (Construccién de un homomorfismo a partir de un G-recubridor): Sea p : ¥ — X un
G-recubridor y sea yp € Y un punto base, con xg = p(yo). Usamos el homomorfismo de monodromia

dado en la proposicién ((3.21)

Pyo :7T1(X,£U()) — G.

Paso 3 (Correspondencia): Por un lado, sea p : Y — X un G-recubridor y sea p,, el homomorfismo

del paso 2. Vamos a ver que el G-recubridor Dpy, © Yp,, — X construido a partir de py, en el paso 1 es
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isomorfo a p. Identificando a X como el conjunto de clases de equivalencia de los caminos en X con
punto inicial z, definimos la aplicacién

A X xG—Y
(7], 9) — A([V], 9) = 7y (1)g = Fyg(1),

que claramente es continua. Ahora, sean ([9], ¢) un punto cualquiera de X x G y sea ([o][1], Pyo([0])9)
otro punto de X x G, nétese que [[7], 9] = [[o][7], py, ([0])g] en (X x G)/m1(X,z0) = YF, se tiene que

A(lo][v], pyo([0])g) = 7, (1) - (pyo([0])g) = V5, (1) (1) - (pyo([0])9)
= V5, (1 (pyo (1D9) (1) = 75,000y 1oy (1)

=75 -

oyt

= 7y~g(1) = A([], 9)

W) =75, ) ,(1)

Por lo tanto, si B : X xG— ()N( x G)/m1(X, zp) es la proyeccién natural al cociente, podemos definir
la aplicacién C': Yr — Y como C' = B~ ! o A, es decir, C factoriza por el cociente
Ypyo

= (j(vv X G)/ﬂ'l(X,.To)

dado por la accién
[0]([v), 9) = (lo][], pyo ([0])9)-

Es claro que C es un homomorfismo de recubridores, y mas en concreto, es un homomorfismo de
G-recubridores y por lo tanto debe ser un isomorfismo.

Por otro lado, sea F' : m1(X,2z9) — G un homomorfismo, sea pr : Yr — X el G-recubridor
construido en el paso 1y sea F' : w1 (X, z9) — G el homomorfismo construido a partir del G-recubridor
pr en el paso 2. Para [o] € 71 (X, z¢) cualquiera se tiene que

[2,16] - F(lo]) ™" = 52141 (1) = [3:(1), 1¢]
=[[o]- z,16) = [z, F([o] ")1¢]
= [z, F([o] )] = [2,1¢] - F([o] ™)
=[z,1¢] - F([o])~".

Por lo tanto, F = F. O

Notese que si hacemos variar el homomorsimo de monodromia a lo largo de la misma fibra, éste
tan solo cambia por la conjugacién por un elemento de G, de modo que, en virtud de la proposiciéon
anterior, tenemos que existe la siguiente correspondencia:

Hom(m (X, z0), G)/G < {G-recubridores de X }/{isomorfismos}.

Donde el cociente por G en el primer término se toma con respecto de la accién de G mediante auto-
morfismos internos. El conjunto Hom(7; (X, ¢), G)/G se denomina variedad de caracteres de X y
se denota por R (X).

Teorema 3.29 (Correspondencia de G-recubridores). Sea X wun espacio topoldgico con recubridor
universal y sea g € X un punto base. Sea G un grupo. Existe una correspondencia biyectiva entre la
variedad de caracteres de X y el conjunto de sus G-recubridores salvo isomorfismos:

Ra(X) < {G-recubridores de X }/{isomorfismos}.
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4 'Teoria gauge

A lo largo de esta seccién consideraremos las variedades diferenciables E,M y F y la aplicacién
sobreyectiva wm: E — M.

4.1 Fibrados

Primeras definiciones
Definicién 4.1. Sea z € M un punto. Llamaremos fibra de 7 sobre z a 7~ !(z) = n~}({z}) C E.

Si U € M, denotaremos la fibra de 7 sobre U como 7~ (U). Podemos pensar 7~ *(U) como la parte
de E que se encuentra sobre U.

Definicién 4.2. Una seccién (global) es una aplicacién diferenciable s : M — E tal que mos = Idy.
Sis:U C M — E tal que mo s’ = Idy diremos que s es una seccién local.

Denotaremos por I'(M, E) al conjunto de secciones de 7 : E — M.

Nota 4.3. Sea U C M un abierto de M y sea s : U C M — FE una aplicacién diferenciable. s es
seccién local si y solo si s(z) € 7~ 1(x) para cualquier punto x € U.

En general, para dos puntos distintos z,y € M, las fibras 7= 1(x) y ,7~!(y) pueden ser muy
diferentes, aunque vengan de la misma aplicacion sobreyectiva. Pueden no ser subvariedades regulares
de FE y, en caso de serlo, pueden no ser difeomorfas.

Definicién 4.4. Un fibrado es una tupla ¢ = (E, 7, M; F) tal que para cualquier punto x € M,
existe un entorno abierto U C M alrededor de z y un difeomorfismo ¢y : 7= 2(U) — U x F tal que
pry opy = 7, donde pry : U x F' — U es la proyeccién candnica a la primera componente, es decir, tal
que el siguiente diagrama es conmutativo

W) — 2 S Ux F

pry

Diremos que F es el espacio total, M la base del fibrado, F' la fibra general y 7 la proyeccion.
Al par (U, ¢p) se le denomina trivializacién local (en torno a z), a U entorno trivializante y
a ¢y aplicacidn trivializante. Una trivializacién del fibrado es una coleccién de trivializaciones
locales {(U;, ¢u,) }ier tal que M = J,.; Us.

Proposicién 4.5. Para un fibrado ¢ = (E,7n, M; F) cualquiera, 7~*(z) es siempre una subvariedad
regular del espacio total E. Ademds, la aplicacion ¢y, = pry O¢U|ﬂ'—1(a:) s (x) = F es un difeomor-
fismo entre la fibra 7=*(x) y la fibra general F.

Demostracion. Sea (U, ¢y) una trivializacién local de £ entorno a un punto x € M. Como ¢y :
7 YU) — U x F es un difeomorfismo y pr; : U x F — U es una submersién ya que pr; . es
sobreyectiva, tenemos entonces que m = pr; oy es una submersion. Por lo tanto, por el Teorema de
la Funcién Implicita tenemos que 7~ !(z) es una subvariedad regular de E. O

Ejemplo 4.6. (Fibrado Trivial) Sean M y F dos variedades diferenciables. Tomando E = M x F' y
T = pr1, tenemos que § = (M X F,pri, M; F) es un fibrado, conocido como Fibrado Trivial.
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Aplicaciones entre fibrados

Definicién 4.7. Sean (E,n,M;F) y (E',n',M’; F') dos fibrados. Se conoce como morfismo de
fibrados a una aplicacién diferenciable H : E — E’ tal que existe una aplicacién diferenciable f :
M — M’ tal que 7’ o H = f o, es decir, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

F—f1 g

En otras palabras, un morfismo de fibrados es una aplicacién diferenciable que preserva las fibras.
Hay que tener en cuenta que H determina f de manera tnica por la sobreyectividad de 7. En este
caso se dice que H cubre f.

Definicién 4.8. Dos fibrados sobre la misma base, (E, 7, M;F) y (E',7', M;F’), son isomorfos si
existe un morfismo de fibrados H tal que f: M — M es la identidad y H es un difeomorfismo.

Definicién 4.9. Un fibrado £ = (E, 7, M; F') es trivial si es isomorfo al fibrado trivial.

La existencia de una trivializacién local {(U, ¢y)} en un fibrado £ = (E, 7, M; F) implica que la
restriccién
7T|7r*1(U) : 7T_1<U) —-U

es un fibrado isomorfo al fibrado trivial (U x F, pry,U; F'). Es por esto que se dice que los fibrados son
localmente triviales.

Fibrado inducido

Sea ¢ = (E,m,M;F) un fibrado. Si f : N — M es una aplicacién diferenciable entre una variedad

diferenciable N y la base de £, vamos a ver que el par (E, f) define un fibrado sobre N con la misma
fibra que &.

Lema 4.10. Sea & = (E, 7, M;F) un fibrado y sea W una subvariedad regular de M, entonces la
restriccion w| gy, : Ew — W es un fibrado con fibra general F'.

Demostracion. Sea {(U;, ¢;) }ier una trivializacion de €. El conjunto {V;}ier con V; = U; N W es un
recubrimiento por abiertos de W y las aplicaciones

Yi=@lerqvy 7 (Vi) 5 Vix F
son difeomorfismos tal que pr; oy, = my . Por lo tanto, {(V;, ;) }icr es una trivializacién para w. O

Teorema 4.11. Sea § = (E, 7, M; F) un fibrado y sea N una variedad diferenciable. Supongamos que
[+ N = M es una aplicacion diferenciable. Entonces £ = (f*E,nn,N;F) es un fibrado sobre N,
llamado fibrado inducido de E por f, donde

J*E = {(z,¢) € N x Blf(z) = n(e)}
yrn: [*E — N;(z,e) = ny(x,e) = x.

Demostracion. Sea & = (E,m, M; F) un fibrado y sea N una variedad diferencial, es claro que (N x
E,N x M,1d xm; F) es un fibrado. Ahora, sea

I'y={(z, f(x)) e N x M :2z e M}
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la gréfica de la funcién f, sabemos que I'y es una subvariedad regular de M x NN, por lo tanto, por el
lema (4.10]) tenemos que

F—— 1y CNxE

J{Id X

Ly

es un fibrado. Ahora, teniendo en cuenta que (z,e) € Ty, (I'y) si y solo si 7(e) = f(z), como
conjunto, W&lx v (L f) = f*E define una estructura diferenciable sobre f*E, por lo tanto tenemos que

F—— f*E

lld X

L'y

es un fibrado.
Por otro lado, sabemos que existe un difeomorfismo

7:I'y — N
(@, f(x)) — 7(x, f(2)) =z,
luego podemos definir un fibrado sobre N mediante la proyeccién 7 o (Id x7):
F—— f*E
lld R
pN
Ff — 3 N.
Ahora bien, como se tiene que 7 o (Id x7) = 7y, ya que para cualquier (z,e) € f*E
To(Id x7)(z,e) = 7(z,n(x)) = x = wn(x,€),
podemos concluir que &5 = (f*E,mn, N; F) es un fibrado. O
Observacién 4.12. Los fibrados £ y {; tienen la misma fibra general F'. Esto sucede porque para
todo punto = € N, m5" () es difeomorfo a 7~ (f(x)) via el difeomorfismo mx'(z,e) ~ e.
Funciones de transicién y grupo de estructura

Definicién 4.13. Sea {U;, ¢;}icr una trivializacién de un fibrado £ = (E, 7, M; F). Si U; NU; # 0, se
definen las funciones de transicién asociadas a dicha trivializacién como
¢i 0 ¢; winuyxr o (UiNU;) x F — (U; NU;) x F.

Las funciones de transicién definen isomorfismos de los fibrados triviales (U; N U;) x F. Sean

be (U;NUj), p € F, tenemos entonces que
d)i © ¢j_1|(UiﬂUj)><F(bap) = (b7 Q)7
con g = ¢;;(b)(p). Lo que significa que existe una aplicacién
9ij * (Ul n Uj) — lef(F)

tal que ¢; o ¢;1|(UmUj)XF(b,p) = (b, gi;(b)(p)). A estas funciones g;; también reciben el nombre de

funciones de transicién del fibrado. Son diferenciables en el sentido de que la aplicacién g;; :
(U;NU;) x F— F; (b,p) — g¢:5(b)(p) es diferenciable.
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Lema 4.14. Las funciones de transicion de un fibrado satisfacen las siguientes ecuaciones:

gii(x) =1ldp para xz € U,
9ij(z) 0 gji(z) =1dp para x € U; NU;,
gik(x) 0 grj(z) 0 gji(x) =Idp para x € U;NU; NUy.
La tercera ecuacion se conoce como la condicién de cociclo.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicion. O

La siguiente proposicién nos muestra que podemos (re)-construir un fibrado partiendo de sus fun-
ciones de transicién usando un espacio cociente adecuado. Las tres propiedades del lema anterior nos
aseguran la existencia de una relacién de equivalencia, que serd la que se utilice para la construccién
de ese espacio cociente.

Lema 4.15. Sea £ = (E,m, M;G) un fibrado y consideremos el espacio

E:waﬁ

Denotando los elementos de E como (i,b,p) donde i € I, b€ U; yp € F. La relacion en E dada por

(i,0,p) ~ (j, c,q) siy solo sib=cyp=gi;(b)(p)
para cualesquiera (i,b,p), (j,c,q) € E, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea (i,b,p) € E. Es claro que (4,b,p) ~ (i,b,p) pues b = b y por la primera ecuaciéon

del lema (4.14)
p=9i(b)(p) = p,
por lo tanto ~ es reflexiva. ~
Si consideramos ahora un (j, ¢, ¢) € E tal que (¢,b,p) ~ (4, ¢,q), tenemos que b =cy p = g;;(b)(q),
de donde se tiene que g;;(b)~!(p) = ¢ y por la segunda ecuacién del lema (4.14) tenemos que

q = g5(b)(p),

por lo tanto ~ es simétrica. ~
Por ultimo, considerando ahora un (k,c,r) € E tal que (i,b,p) ~ (4,¢,q) ~ (k,d,r), tenemos que
b=c=d,p=gi(5)(a) ¥ 4 = g1 (b)(r)- Luego, p = gi5(B)(g4(8)(r)) y en consecuencia

p=g;; (0)(r) = gi;(b)(r)

donde las igualdades se tienen de la tercera ecuacién y de la primera ecuacién del lema (4.14]) respec-
tivamente. Por lo tanto ~ es transitiva y en consecuencia ~ define una relacién de equivalencia. [

Proposicién 4.16. Sea {U;}icr un recubrimiento por abiertos de M y sea {g;; : M — Dift(F)}; jer
una familia de funciones diferenciables que satisfacen la condicion del cociclo. Entonces existe un
fibrado § = (E, m, M; F) tal que las funciones {g;;}i jer son sus funciones de transicion.

Demostracion. Sea {U; };er un recubrimiento por abiertos de M. Sea también {g;; }; jer una familia de
funciones diferenciables que cumplen las condiciones del cociclo. Si para otra variedad diferenciable F’
definimos el espacio E y la relacién de equivalencia ~ como en el lema anterior y definimos el espacio
E = E/ ~ como el cociente de E dado por ~, para cada i € I, U; x F es un subespacio de E, de
hecho, E' admite una estructura diferenciable que hace que U; x F sea una subvariedad abierta. Por
lo tanto, considerando la aplicacién diferenciable 7w : E — M; (i,b,p) — 7(i,b,p) = b se tiene que
¢ = (FE,m,M;F) es un fibrado. O

32



Definicién 4.17. Sea ¢ = (E, 7, M; F) un fibrado y sea {(U;, ¢;) }icr una trivializacién de £ tal que las
correspondientes funciones de transicién g;; definen aplicaciones diferenciables entre U; NU; y un grupo
de Lie de transformaciones G C Diff(F'). Entonces se dice que {(U;, ;) }icr define una G-estructura
en £ con grupo de estructura G.

Si € es un fibrado con grupo de estructura G, se dice que una trivializacién local (U, ¢) es compati-
ble con la G-estructura si existe una aplicacién g; : (UNU;) — Diff(F') tal que ¢pop;(b,p) = (b, 9:(b)(p))
para cualesquiera b € U NU;, p € F y tal que la imagen de cada g; esté contenida en G y la aplicacion
gi - (UNU;) = G sea diferenciable.

Si las imégenes de las funciones de transicién g;; estdn contenidas en un subgrupo de Lie H de G,
entonces podemos considerar £ como un fibrado con grupo de estructura H. Diremos entonces que el
grupo de estructura G de £ es reducible a H. Usando esta terminologia podemos decir que un fibrado
¢ es trivial si y solo si su grupo de estructura es reducible al subgrupo trivial.

Fibrados principales

Entre los fibrados, los fibrados principales juegan un papel muy importante. Usaremos P en lugar de
E para denotar el espacio total del fibrado con el fin de poner énfasis en el hecho de que hablaremos
de fibrados principales.

Definicién 4.18. Sea G grupo de Lie. Un fibrado £ = (P, 7, M;G) es un G-fibrado principal si G
actia sobre P por la derecha, preservando las fibras de 7, de forma libre y transitiva sobre cada una
de ellas, siendo esta una accién diferenciable, y ademds existe una trivializacién {(U;, 1;)}ier tal que
los difeomorfismos v; : 7= (U;) — U; x G son aplicaciones G-equivariantes.

En un G-fibrado principal podemos identificar la base con el cociente del espacio total dado por la
accién de G, es decir, M = P/G.

El hecho de que los difeomorfismos 9; : 771 (U;) — U; X G sean aplicaciones G-equivariantes quiere
decir que ¥;(p - g) = ¥;(p) - g para cualesquiera p € 7~ 1(U;), g € G. Esto significa que v;(p) =
(m(p), gi(p)) donde g; : 71 (U;) — G es una aplicacién G-equivariante.

Para dos trivializaciones locales de &, {(U;, ¢5)}, {(U;j,¢;)} con U; NU; # 0. Sea = € U; NU; y sea
p € 7~ 1(z), tenemos entonces que ;(p) = (z,9:(p)) y ¥;(p) = (x,9;(p)), de donde se tiene que existe
h, € G tal que g;(p) = hpg;(p), por lo tanto,

hy = 9i(P)g;(p) "
Siempre que nos mantengamos dentro de la misma fibra, el valor h, no varfa, se mantiene constante
ya que por la G-equivarianza de g; y g; se tiene que
hpg = 9:(p-9)9;(p-9) " = 9:(p)gg " 9;(p) = hp
para todo g € G. Por lo tanto, podemos definir una aplicacion
9i; :U;NU; = G

definida para todo x € U; N U; como g;;(x) = hy, = gi(p)g; (p)”" para un p € 7~ (x) cualquiera.
Si ahora definimos la aplicacion
gij(z) : G =G

dada por g;;(z)(h) = (gl(x)gj_l(x))h para todo h € G, es claro que g;;(z) es diferenciable y define un
difeomorfismo de G para todo x € U; NU;. Ademés, por como estd definida g;;(x) se tiene que, para
todo h € G,
gii(x)(h) = h para todo x € U;,
(gij(x) © gji(x))(h) = h para todo z € U; N Uj,
(9ij(x) 0 gji(x) o gri(x))(h) = h para todo x € U; N U; N U,.
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Por lo tanto, estas funciones g;; son funciones de transicién para { = (P, m, M;G).
Podemos dar entonces una definicién diferente para los G-fibrados principales, esta vez involucrando
su grupo de estructura.

Definicién 4.19. Sea G un grupo de Lie. Diremos que el fibrado ¢ = (P, 7, M; G) es un G-fibrado
principal si tiene grupo de estructura G y ademads actia sobre si mismo por traslacion a la izquierda.

Definicién 4.20. Sean (P,m,M,G) y (P',n',M’',G’") dos fibrados principales diferentes y sean p :
G — @’ un homomorfismo de grupos de Lie y f : M — M’ una aplicacién diferenciable. Se dice que
H : P — P’ es un morfismo de fibrados principales si es un morfismo de fibrados p-equivariante,
es decir,sin’ o H= fory H(p-g) = H(p) - p(g) para cualesquiera p € P, g € G.

Lema 4.21. Cualquier morfismo de fibrados principales entre G-fibrados con misma base es un difeo-
morfismo.

Demostracion. El objetivo es ver H es un difeomorfismo tenemos que probar que es biyectiva. Para
ver que H es una aplicacién inyectiva. Sean p1,ps € P tales que H(p1) = H(p2), se tiene que p1 y p2
pertenecen a la misma fibra pues

m(p1) =" o H(p) = ' (H(p1)) = 7' (H(pz)) = 7' o H(p2) = m(pa).

Ahora, como G actia por la derecha de forma transitiva sobre 7~!(p;), existe un tinico g € G tal que
p1 = p2 - g. Por lo tanto, se tiene que

H(p1) =H(p2-9)=H(p2)-g=H(p1) - g,

y como la accién de G también es libre, se tiene que g = 1¢ y en particular, por lo tanto, p; = p». Para
la sobreyectividad, sea p’ € P’, buscamos un p € P tal que H(p) = p’. Sea p € 7~ 1(7/(p’)), tenemos
que

w0 H(p) = 7'(H(p)) = n(p) = «'(p),

por lo tanto, p’ y H(p) estan en la misma fibra. Luego existe un tnico g € G tal que H(p) -g=p’ y
en consecuencia H(p-g) =p’. Seap-g = p se tiene que H(p) =p'. O

Proposicién 4.22. Un G-fibrado principal es trivial si y solo si admite una seccion.

Demostracion. Es claro que todo G-fibrado principal trivial admite una seccién. Por otro lado, sea
&= (P,m; M : G) un G-fibrado principal que admite una seccién. Si consideramos la aplicacién

H:MxG—P

definida de forma que H(xz,g) = s(x) - g, es claro que H es un morfismo de fibrados entre (M x
G,pry, M;G) y &, y por el lema anterior, H es un isomorfismo. O

Ya que un G fibrado principal £ = (P, m, M; G) es localmente trivial, se tiene que existen secciones
locales. De hecho, si {(U;,%;)}icr es una trivializacion, existen secciones locales s; : U; — P asociadas
a dicha trivializacién de manera que v;0s;(z) = (z, 1¢) para todo & € U;. Teniendo en cuenta que para
p € 71 (x) se tiene qie 1;(p) = (7(p), gi(p)), tenemos entonces que la aplicacién g;os; : U; — G es una
aplicacién constante que manda cada punto de U; a la identidad de G. Por otro lado, una seccién local
nos va a permitir identificar la fibra 7=1(z) con G. Para cualquier p € 7~!(z), como s;(z) € 7~ 1(z)
y la acciéon de G es libre y transitiva en cada una de las fibras, se tiene que existe un dnico g € G
tal que p = s;(z) - g, en particular, g = g;(p) pues, teniendo en cuenta la G-equivarianza de g; y que
gi © s;(z) = 1¢ se tiene que



Si consideramos ahora dos secciones locales s; : U; — Py s; : U; — P asociadas a dos trivializaciones
{(Ui, )} v {(Uj,;)} tal que U; NU; # O. Sea = € U; N Uj, sabemos que para todo p € 7~ *(z)
tenemos que

p=si
p=s;(z) - g;(p)-
Por lo tanto,
si(x) - gi(p) = s;(x) - 9;(p)
de donde se sigue que

si(z) = (s;(x) - g; () - i (p) ™" = 5;(x) - (9;(P)gi(P) ") = s(x) - gij ().

4.2 Conexiones y curvatura
Conexiones y curvatura en G-fibrados principales

Definicién 4.23. Sea { = (P, 7, M; G) un G-fibrado principal. Se define el espacio tangente vertical
del espacio total P en un punto p € 7~ !(z) como el subespacio de T, P dado por V,, = T,,(7~*(z)) C
T, P, o dicho de otra manera, V,, = Ker((7.),). A su vez se define un espacio tangente horizontal de
P en el mismo punto p como un subespacio H,, de T}, P complementario a V), es decir, T,P =V, & H),

Proposicién 4.24. Sea & = (P, 7w, M; G) un G-fibrado principal. Para cualquier punto p € P se tiene
que la aplicacion op 1 g — Vp;v = 0,(v) = 0, donde ¥ es su campo vectorial fundamental determinado
por la accion de G en P, es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Sea v € g, teniendo en cuenta que ¥ se define para cada p € 7 !(z) como v =
4, _o(pexp(tv)). Se tiene entonces que

(7)o@ = Sigr(pexp(tv)) = li—om(p) = 0

luego ¥ es vertical. Ademés, el hecho de que G actie de forma libre sobre 7! (z)implica que o, : g — V},
es un isomorfismo. O

Definicién 4.25. Sea ¢ = (P, 7, M;G) un G-fibrado principal. Una conexién A en £ es una regla
que a cada punto p € P asigna un subespacio (H4), del espacio tangente T, P tal que (Ha), es
diferenciable, G-invariante por la derecha y (Ha), ® V, = T,,P.

En definitiva, una conexién A nos ofrece una distribucién H4 en el espacio total, transversal a
las fibras y tal que para todo g € G, Ry«((Ha)p) = (Ha)p.g- Esta distribucién recibe el nombre de
distribucion horizontal asociada a la conexion A.

La G-invariancia de una conexién significa que a lo largo de la fibra 7=!(x), los subespacios hori-
zontales son “paralelos” respecto de la traslacién por la derecha a lo largo de la fibra. En particular,
cada (H4)p a lo largo de 7! (z) estd determinado por un (Hga)p,, ya que la accién de G es transitiva
en las fibras de P.

Estas definiciones son andlogas para el caso de fibrados generales, con la salvedad de que a las
conexiones en fibrados generales no se les pide la condicién de invariancia.

Definicién 4.26. Sea £ = (P, 7, M;G) un G-fibrado principal y sea A una conexién de £. Se define
un G-fibrado principal con conexién como el par (P, A).

Definiciéon 4.27. La 1-forma de conexién de una conexién A en un G-fibrado principal £ =
(P, 7, M; Q) es la 1-forma g-valuada ws € Q'(P;g) definida por wa(v) =w siv =70y wa(v) =0siv
es horizontal.

35



Proposicién 4.28. Sea & = (P, m, M;G) un G-fibrado principal y sea wa € QY (P;g) una 1-forma de
conexion de la conexion A en §. Entonces se cumple que Rjwa = Adg-10wa.

Demostracion. Sea v € (Ha)p, se tiene que, por la propia definicién de wa,
adg-1 0wy (v) = 0.

Por otro lado, teniendo en cuenta que Rjwa = wa o Ry, por la G-invarianza de H4 se tiene que
Ry (v) € (Ha)pg, por lo tanto Rjwa(v) = 0.
Si v € Vp, por la proposicién (4.24]), sabemos que v = w para algin w € g. Por lo tanto, se tiene
que
Rywa(v) = Rjwa(w) = wa(Rg«(0)) = wa(adg— w) = adg—1 w = adg-1 owa(v).
Donde la tercera igualdad se da por la proposicién (|1.13]). O

Proposicién 4.29. Sea ¢ = (P, 7, M;G) un G-fibrado principal. Para una I1-forma w € Q'(P;g) tal
que w(V) = v para todo v € g y tal que Rijw = Adgy-1 ow, eziste una conexion cuya 1-forma de conexion
es w.

Demostracion. Seap € Py sea H, = {v € T,P : wa(v) = 0}. Por hipétesis tenemos que w(v) = v
para cualquier v € V,, = g, por lo tanto, H, es transversal a las fibras y se da la descomposicién
T,P =V, ® Hy. Por otro lado, de la condicién Rjw = Ady-1 ow se deduce que Hy,., = Ry.(H),). Ya
que w es diferenciable, se tiene que H,, depende diferenciablemente de p y por lo tanto H, es una
distribucién horizontal asociada a una cierta conexién en &. O

También podemos definir una conexién A de un G-fibrado principal £ = (P, 7, M;G) en términos
de sucesiones exactas como una escisién de la sucesién exacta corta

AN

0 1% TP = 7,TM —— 0

donde V' = Ker(m,) es, por definicién, el fibrado tangente vertical y Hy = A(m,. T M) la distribucién
horizontal asociada a la conexién A, que por supuesto verifica (H4)®V = TP. De manera equivalente,
podemos definir una escisiéon de la forma

AN
0 \% TP = 7,TM —— 0

donde en este caso, wa determina la conexién A cuya distribucién horizontal es H4 = Ker(w,4). Como
por la proposicién sabemos que los subespacios vectoriales V), del espacio tangente vertical son
isomorfos al algebra de Lie g del grupo G la aplicacién wy : TP — g puede entenderse como una
1-forma en P con valores en g, es decir, wa € Q' (P;g).

Campos gauge

Sea (P, A) un G-fibrado principal con conexién Ay sea wa € Q' (P; g) la 1-forma de conexién. Teniendo
en cuenta que para una trivializacién {(U;, ¢;)}icr existen secciones locales s; : U; — P asociadas a
cada trivializacion local, podemos definir localmente 1-formas en abiertos de M de la siguiente manera:
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Definicién 4.30. Sea (P, A) un G-fibrado principal con conexién A y sea wa € QY(P;g) la 1-forma
de conexién. El campo gauge asociado a la seccién local s; : U; — 7~ 1(U;) es la 1-forma

A; = stwa € QY Uy 9).
La 1-forma A; también recibe el nombre de 1-forma local de curvatura.

Es de notable importancia conocer la relacién de dos campos gauge segin cambia la seccion local
que los define.

Teorema 4.31. Sea (P, A) un G-fibrado principal con conexién A y sean A; y A; dos campos gauge
asociados a las secciones locales s; : Uy — P y s; : U; — P respectivamente, tales que U; N U; # 0.
Entonces se tiene que

A= adgi_jl o A; +g;;0.

Donde 0 : T,G — g denota la forma de Maurer-Cartan.

Demostracion. Sean A; = sjwa y Aj = sjwa dos campos gauge asociados a las secciones locales
s; : Up — Py s;: Uj — P respectivamente con U;; = U; N U; # (). Sabemos que ambas secciones se
relacionan de manera que s;(z) = s;(x) - g;;(x) para todo € U;; donde g;; : U;; — G es la funcién de
transicién asociada a las trivializaciones locales correspondientes. Ahora, en U;; tenemos que

Aj = s;wA = W4 0 8.

Nuestro objetivo es escribir w4 o s, en términos de A; y g;;. Para ello, para cada x € Uy, v € T, Uy,
por la regla de Leibniz podemos escribir

(854)a(v) = dos;j(v) = dosi(v)gi (2) + 8:(2)dugij (V) = ($ix)2(v)gij (2) + 5i(2)(gijx)a (V).
Por lo tanto tenemos que
wa 0 8j =WA(SiGij + SiGaps) = WA(Sarbij) + wa(5:igij+)-
Por un lado, teniendo en cuenta que
dz5:(X) i () = Ry, (2)«(dz5i(X)),
tenemos que

wa(dzsi(X)gij(2)) = wa(Ry,; (2)(desi(X))) = Ry (ywaldesi(X))
=ady, ;)1 owaldesi(X)) = ady, ;)1 0 Ai(X)
luego

WA(S;*gl]) = adg;jl o Ai-

Por otro lado, si o : g — X(P) es la aplicacién que asigna a cada a € g su campo fundamental y 6
denota la forma de Maurer-Cartan, entonces

U(e(drgij (X)))sq,(r)gu (z) = Si (x)d:rgij (X)
por lo tanto

wa(si(2)drgij (X)) = wa(0(0(d2gij (X)))s, (@)1, () = 0(dzgii (X)) = g7;6(X)
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luego
wa(8igij«) = 95;0.
Asf pues, podemos concluir que
Aj; = adgi;; o A; + g0,

como queriamos demostrar. O

Acabamos de ver que dada una 1-forma de conexién wy definida globalmente podemos obtener
diferentes 1-formas de conexién definidas de manera local en los diferentes abiertos trivializantes del
fibrado.

Ejemplo 4.32. Si ¢ = (P, m, M; G) es un G-fibrado principal trivial. Por la proposicién sabemos
que ¢ admite una seccién (global) sp : M — P. Sea A una conexién en £ con 1-forma de conexién
wa, podemos definir el campo gauge Ay = sjwa € Q'(M;g). Por ser un fibrado trivial, esta 1-forma
determina completamente la conexién A, y en consecuencia podemos identificar el espacio de conexiones
de ¢ con el espacio de 1-formas g-valuadas en M, Q(M;g). Por lo tanto, para cualquier G-fibrado
principal trivial se puede identificar su espacio de conexiones con el espacio de 1-formas evaluadas en
el dlgebra de Lie de G y definidas en la base.

Transformaciones gauge

Definicién 4.33. Sea £ = (P, 7, M;G) un G-fibrado principal. Una transformacién gauge es un
difeomorfismo G-equivariante ® : P — P tal que m o ® = 7, es decir, tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

p——2® ,p

y para todo p € P, g € G se tiene que ®(p-g) = ®(p) - g.

Es claro que, con la composicién usual de aplicaciones, el conjunto de transformaciones gauge de
P, al que denotaremos G(P), tiene estructura de grupo.

Proposicién 4.34. Sea (P, A) un G fibrado principal con conexion A y sea ® : P — P una transfor-
macion gauge. Si Ha es la distribucién horizontal asociada a la conexion A, entonces H = ®,H, es
también una distribucion horizontal asociada a una conexion en P.

Demostracion. Por un lado, ya que ®, : TP — TP es un isomorfismo, preserva el subespacio vertical
y por lo tanto, H;I; es una distribucién horizontal. Ademas,

Rg*((HEX))@(p)) = Rg*q)*(HA)p = (I)*Rg*(HA)p = (I)*(HA)p-g = (Hi)é(m) = (Hi)‘l’(mg'

es decir, Hj’ es una distribucién horizontal G-invariante por la derecha. Por lo tanto, existe una
conexién en P tal que Hf{ es su distribucién horizontal asociada. O

Corolario 4.35. Sea (P,A) un G fibrado principal con conexion A y sea ® : P — P una trans-
formacion gauge. Si wa € QY (P;g) es la 1-forma de conexion asociada a la conexién A, entonces

w® = (®*)"lwy es la 1-forma de conexion asociada a la distribucion HS.
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Demostracién. Supongamos que v € Ker(w%), es decir, w% (v) = 0. Por como se ha definido w? se tiene

que (®*)~'wa(v) = 0, por lo tanto w4 o ®, ' (v) = 0. Esto quiere decir que ®, " (v) € Ker(wa) = Ha,
luego v € ®(Hy) = HY. O

Acabamos de ver que dada una conexién en un fibrado principal P, bajo una transformacién gauge
obtenemos otra conexién en P, a la que llamaremos ®(A) de forma que las distribuciones horizontales
asociadas a cada conexién quedan relacionadas de tal manera que Hga) = ®.Ha. Por lo tanto,
podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 4.36. Sean (P, A) y (P’, A’) dos G-fibrados principales con conexién. Una transforma-
cién gauge entre dos fibrados con conexién ¥ : (P, A) — (P’, A’) se define como un isomorfismo de
G-fibrados principales ¥ : P — P’ tal que Har = U, Hy.

Observacién 4.37. Si & = (P,m; M;G) y & = (P',n'; M; G) son dos G-fibrados principales triviales
con conexiones A y A’ respectivamente. Sea ¥ : (P, A) — (P’, A’) una transformacién gauge. Sabemos
que, por definicién, las distribuciones horizontales asociadas a cada conexién se relacionan de forma que
Ha =V, H, y las 1-formas de conexién de forma que war = (U7 1)*wa. Sean s : M — Py sy : M —
P’ dos secciones (globales) de & y ¢’ respectivamente, es claro que la aplicacién s = V"t os: M — P
define otra seccién de P. Por lo tanto, debe existir una aplicacién g : M — G tal que s(x) = so(x)-g(x)
para todo & € M. Ahora, para el campo gauge asociado a w4/ definido via (s)* tenemos que

0= (s0)"war = (56)" (274 = s"wa =wa o 5.

De manera andloga que en la demostracién del teorema (4.31)), se tiene que
o =ad,~1 0 Ay + g*0.

donde Ay = s§wa. En el caso particular en el que G C GL,, es un grupo de matrices, y por lo tanto,
g C gl,, consiste a su vez en matrices, la expresion anterior se escribe como

0=9 "Aog+dg'g.

Curvatura

Dada una conexién A en un G-fibrado principal y sea H4 la distribucién horizontal asociada a A.
Denotaremos por
7w, TP — TP

a la proyeccién sobre la distribucién horizontal. Es una coleccién de aplicaciones lineales
(Tea)p : TP — T,P
definida por (7m,)p(v) =vsiv e (Ha)p y (T, )p(v) =0si v €V, para todo p € P.

Definicién 4.38. Sea £ = (P,7, M;G) un G-fibrado principal. Sea A una conexién en £ y sean
wa € QP g) la 1-forma de conexién asociada a A y H, la distribucién horizontal asociada a la
conexiéon A. La 2-forma de curvatura, o simplemente curvatura, es la 2-forma Fx € Q?(P, g) dada
por

FA(U’ IU) = de(TrHA (U)v TH 4 (w))

para todo campo v,w € T,P, p € P.

Lema 4.39. Sea £ = (P,m, M;G) un G-fibrado principal con conezxion A. Entonces para un g € G
cualquiera se tiene que
(THA)p © Rgs = Rgi 0 (T4 )p

en T, P para todo p € P.
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Demostracion. Teniendo en cuenta que tanto la distribucién vertical como la distribucién horizontal
son G-invariantes por la derecha, es decir,

Rg*((HA)p) = (HA)pg
Rg*(vp) = Vpg

para cualesqueira g € G, p € P. Sea v, € T, P, podemos escribir v, = v}/ +v/'4, donde v} es vertical
y vfl4 horizontal. Por lo tanto, tenemos que

(TrA)p © Rgx(vp) = (Th4 ) p(Vpg) = U;{JA

Rywo (T, )p(vp) = Rg*(va) UHA-
Y en consecuencia (g, )p © Rgs = Rgy © (Tr, )p- H

Proposicién 4.40 (Propiedades de F4). Sea £ = (P,w,M;G) un G-fibrado principal. Sea A una
conexion en £ y sea Fy la 2-forma de curvatura asociada a A.

i) Para cualquier g € G, RyFa = Adg-1 0 Fy

ii) [Ecuacién de estructura] Fy = dwa + twa Awa, donde A indica el producto wedge habitual
en la parte de 1-formas y el corchete de Lie en la parte de g.

ii1) [Identidad de Bianchi| 77 dFa = 0.

Demostracion. i) Sean vp,w, € TP,

(RZFA)p(Upva) = (Fa o Ryx)p(vp, wp)
= Fa(Rgs(vp), Rgs(wp))
= dwa((Tr,)p © Rgs(vp), (Th 4 )p © Ry (wp))
= dwa(Rgs o (Tr4)p(vp), Rgs 0 (T4 )p(wp))
= (dwa o (Rgu))(mr4)p(vp), (ThL)p(wp))
= (Rgdwa) (w4 )p(vp), (Th4)p(wp))
= d(Rywa) (T, )p(vp), (Th4 )p(wp))
= d(Adg-1 owa)(Tr)p(vp), (TH,)p(wp))
= (Adg-10dwa)((Tr,)p(vp), (Tr L )p(wp))
= (Ady-1 oF4)(vp, wp)

THa)p

)p

)p
( Up),
( )

de donde la cuarta igualdad se obtiene del lema anterior.
ii) Para probar que se cumple la ecuacién de estructura debemos probar que

dwa(mr, (), 7, (W) = dwa(v,w) +wa(v) A wa(w)

para todo v, w € X(P). Consideraremos tres casos:

1. Sean v,w € Hy, entonces wy(v) = wa(w) =0y mpy, (v) =vy 7y, (w) = w. Por lo tanto, es
inmediato ver que se verifica la ecuacién de estructura.

2. Sean v,w € V, sin perdida de generalidad podemos asumir que v, w son vectores fundamentales
para ciertos v',w’ € g respectivamente, es decir, v =v' y w = w'. Ahora por un lado, tenemos que

de(WHA (U)7 THa (w)) =0
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pues 7, (v) = 7, (w) = 0. Por otro lado, teniendo en cuenta que w4 (v') =vy wA(J) = w,

Qoo (0,0) + WA (0) Awa(w) = dwa(¥, ) +wa(T) A wa(w)
= v'w — w'v — wa ([, w']) + [v,w]
= —wa([o', w']) + [v, w]
= —wa(o[v,w]) + [v, w]

=0.

Por lo tanto, para este caso, se verifica también la ecuacién de estructura.
3. Sean v € Hy e w € V. Podemos asumir que w = w’ para algin w € g. Por un lado, como
mr, (w) = 0, tenemos que
dwa(mp, (), 7H,(w)) =0.

Por otro lado, como wa(w) = 0,
dwa(v,w) +wa(v) Awa(w) = dwa (v, w)
= vwa(w) — wv — wa ([, w])
= —wa([v', w])

=0.

pues [v/, w] = 0.
iii) Utilizando la ecuacién de estructura, tenemos que

1
Ty, dF A = 73y, d(dwa + WA Awa)

L1 1
= 7rHA(§de Awg — FwA Adway)

= WEA(de /\wA)

T dwa A T, wa
=0.

O

Lema 4.41. Sea (P, A) un G fibrado principal con conexién A y sea ® : P — P una transformacion
gauge. Si h y h® son las proyecciones horizontales de Ha y HS respectivamente, entonces se tiene que
h® = &, hdt.

Demostracion. Sea v® € (HS),, por definicién de h® tenemos que hﬁ’ (v?) = v?® para cualquier punto
p € P. Ademds, sabemos también que v® = (®,),(v) para un cierto v € (H,),. Por lo tanto, tenemos
que h®((®,),(v)) = (P+)p(v). Por otro lado, tenemos que v = (P 1)p(,) (v*) y por la definicién de h,
(P Do) (v?)) = (27 1)a ) (v®), de donde se sigue (y) ey (P 1), () = v = h® (v?). O

La siguiente proposicion se sigue directamente de la ecuacion de estructura.

Proposicién 4.42. Sea (P, A) un G fibrado principal con conexién A y sea ® : P — P una transfor-
macion gauge. Si Fa € Q%(P,g) es la 2-forma de curvatura asociada a A, entonces F§ = (®~1)*Fu
es una 2-forma de curvatura.

Al igual que con las 1-formas de curvatura, gracias a las secciones locales del fibrado podemos
definir de manera local las siguientes 2-formas en abiertos de la base.
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Definicién 4.43. Sea (P, A) un G-fibrado principal con conexién A y sea Fs € Q?(P;g) una 2-forma
de curvatura. El campo de fuerza gauge asociado a la seccién local s; : U; — 7~ 1(U;) es la 2-forma

Fa;:=siFa € Q*(Uy;9).
La 2-forma F'4; también recibe el nombre de 2-forma local de curvatura.

Proposicién 4.44. Sea (P, A) un G-fibrado principal con conexion A y sea Fa € Q?(P;g) la 2-forma
de curvatura. Sea Fa; := st Fa € Q(U;; g) el campo gauge asociado a la seccion local s; : U; — 7 1(Uj).
FEntonces se tiene que

1
Fy, =dA; + §Ai A A;.
Demostracion. Por la proposcién (4.40|) sabemos que F4 = dwa + %wA Awy. Por lo tanto,
Fyui=5s;Fa=s;dwa+ isi (wa Awa) =s;Fa=dsiwa + 531'“’14 ANsjwa =dA; + §Ai N A;.

O
Observacién 4.45. Si ¢ = (P,m, M;G) es un G-fibrado principal trivial se puede definir la 2-forma
Fy=s3Fa € Q%(M;g) y por la proposicién anterior se deduce que Fy = dAg + %[AO, Ag].
4.3 Conexiones planas y distribuciones completamente integrables.

Definicién 4.46. Una conexién A en un G-fibrado principal es una conexién plana si tiene curvatura
idénticamente nula, es decir, si F4 = 0.

Definicién 4.47. Un G-fibrado principal con conexién (P, A) es plano si A es una conexién plana.
Proposicion 4.48. Ser plano se preserva por transformaciones gauge.

Demostracion. Sea (E, A) un G-fibrado principal plano y sea @ : (E, A) — (E’, A’) una transformacién
gauge. Si Fa € Q%(E;g) y Fa € Q?(E'; g) son las 2-formas de curvatura asociadas a las conexiones A

y A’. Por la proposicién (4.42) tenemos que
Far = (@ 1)*Fy,

y como A es una conexién plana, F4 = 0, luego Far = 0 y por lo tanto, A’ es una conexién plana y
podemos decir que (E’, A’) es un G-fibrado principal plano. O

Proposicion 4.49. Una conexion A en un G-fibrado principal es una conexion plana si y solo si la
distribucion horizontal H 4, asociada a A, es completamente integrable.

Demostracion. Sea (P, A) un G-fibrado principal con conexién, se tiene que
Fa(v,w) = dwa(mp, (v), mH, (w))

= (ma, (0))w(mr, (W) = (T, (W) (T, () = W({Tr L (V) Tr, (W)])

—w(lmm, (0), 7, (w)])

para todo p € P, v,w € T},P. Por lo tanto, se tiene que
Fy(v,w) =0siy solo si —w([ry, (v), 7y, (w)]) =0.

Es decir, la conexiéon A es plana si y solo si la distribucion H4 es involutiva. Por lo tanto, por el
teorema de Frobenius se tiene el resultado. O
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Ejemplo 4.50. Para un G-fibrado principal trivial £ = (E, 7, M; G) con conexién plana A, hallar una
variedad integral Y para la distribucion horizontal H 4 consiste en encontrar una seccién s; : M — E
tal que Y = s1(M), lo que implica que

TSl(I)Y = (HA>51(1)
para todo x € M. Ahora bien, tenemos que
Ts, ()Y = {(514)(v) 1 v € T, M},

luego (s14)z(v) € (Ha)s, () Para todo z € M, v € T, X. Por lo tanto, por como se define la 1-forma
de conexién wy, tenemos que

(WA) s () (514(0)) = 0.
Pero teniendo en cuenta que
(WA)s1 () (514(0)) = (574)(v) = (A1)2 (),
vemos que la condicién Ty, )Y = (Ha)s, (o) para todo x € M es equivalente a la condicién
(A1)z(v) =0

para todox € M,ve T, M.
Por otro lado, sea sy una seccién global de &, sabemos que existe una funcién g; : M — G tal que
so(x) = s1(x) - g1(x) y que los campos gauge Ay y Ay asociados a cada seccidn, estdn relacionados de
forma que

A = ad - oAp + g7 6.

Por lo tanto, el problema se reduce a resolver para g; : M — G la ecuacion
adgfl OAO —+ gf@ = 0
En el caso particular en el que G C GL,, podemos escribir la ecuacién anterior como

91 " Aog1 + d(g7 g1 = 0.

Denotando f = gy ! obtenemos la ecuacién

fAo = —df.
Este es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que, si z',...,2" son coordenadas en M y
Ag = > Alda’, podemos expresar en componentes como
Fhoi= 21
0= 7 7-
oxt

La "forma clasica”del teorema de Frobenius garantiza la existencia de soluciones para sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales de la forma

of o
2 (@) = Fi(a, (@)

si se satisface la siguiente condicién de integrabilidad:

8iFj - 8jFi + ZﬁkujFik — Z akuiF]k =0.
k k

En nuestro caso, tenemos que
Fi(z,y) = —yAo,i(v),

43



de tal forma que la condicién de integrabilidad se expresa como

0iAo; — 0 Avi + Y AGAL — DAL AL =0.
k k

Es facil comprobar que ésta es la expresién en coordenadas de la férmula
dAg + Ag N Ag = 0,

que indica que la conexién A es plana.
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5 Correspondencia entre fibrados planos y representaciones
del grupo fundamental

Sea £ = (P, 7, X; G) un G-fibrado principal sobre una variedad diferenciable (conexa) X y sea A una
conexién plana en £. Por la proposicién se tiene que la distribucion horizontal H 4 asociada a
A es completamente integrable. Por lo tanto, fijando un punto base pg € P podemos considerar la
subvariedad integral maximal corresponidente Y4 C P que pasa por pg y que, por definicién, es la
mayor subvariedad de P con py € Y4 y tal que T,Y4 = (Ha), para cualquier punto y € Y.

Lema 5.1. La aplicacion p = 7|y, : Ya — X es un I'y-recubridor conTy ={g € G :po-g € Ya}.

Demostracion. Ya que X es una variedad diferenciable conexa, para cualquier punto z € X podemos
definir un camino v : [0,1] — X tal que v(0) = 2o y (1) = . Sea ¥ : [0,1] — Y4 una elevacién
del camino 7 y sea (1) = y. Entonces para todo g € G el camino 39 definido como F9(t) = 5(¢) - g
para t € [0, 1] estd contenido en una variedad integral que contiene a pg - g, y por lo tanto a Y4. En
particuar, y - g € Y4. En efecto, 79(t) € Y4 para cada t € [0, 1], ya que

TyotyYa = Ry (T5()Ya) = Ry (Ha)z(r)) = (Ha)5(t).4-

Por lo tanto, la accién de G en P induce una accién de I'4 en V4. Ademads, Y4 /T4 = X.

Ahora, para ver que la accién es propiamente discontinua, teniendo en cuenta la definicién de
conexién como una escisién de una sucesién exacta corta, tenemos que la distribucién horizontal es la
imagen Hy = A(p.(TX)), de modo que tenemos TP =V @& H4. Por lo tanto, para todo y € Y4 se
tiene

TyYa = (Ha)y = (psTX)y = Ty X.

De modo que p : Y4 — X es un difeomorfismo local. En consecuencia, tomando un entorno suficiente-
mente pequeiio U de x, tenemos que p~1(U) es una unién disjunta de copias de U de la forma V - g
para g € I'4, y por lo tanto, la accién es propiamente discontinua y por el teorema se tiene que
p:Ys — X es un I' 4-recubridor. O

Ahora, sea pg € Y4 con p(pg) = ¢ un punto base del recubridor p : Y4 — X, si consideramos el
homomorfismo de monodromia py, : m1 (X, z9) — I'4, componiendo con la inclusién ¢ : 'y — G obte-
nemos un homomorfismo hol(A4) : m1 (X, z9) = G que denominamos homomorfismo de holonomia
de la conexion A. En consecuencia, hemos definido una aplicacién

{G-fibrados principales planos sobre X con punto base} ol Hom(71 (X, zo), G).

Y en consecuencia, como los homomorfismos de monodromia para distintos puntos base dentro de la
misma fibra son conjugados, por como hemos definido el homomorfismo de holonomia de A, obtenemos
una aplicacién bien definida

{G-fibrados principales planos sobre X'} bol, Hom(m (X, z9),G)/G = Ra(X).

Lema 5.2. Si existe una transformacion gauge ® : (Ey, A1) — (Ea, As) entre dos fibrados planos,
entonces los espacios recubridores m : Ya, = X y ma: Ya, = X son isomorfos.

Demostracion. Sea @ : (E1, A1) — (E2, As) una transformacién gauge entre dos fibrados planos, si
denotamos por Y4, e Y4, a las subvariedades integrales maximales correspondientes a Ha, y Ha,,
tenemos que Hy, =TY4, Hy, = TYa4,. Por otro lado, por definicién,

Ha, = ®,Hy, = 3,(TVa,) = T®(V4,).

Luego podemos identificar Y4, con ®(Yy,). O
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Gracias a este lema, podemos definir una aplicacién

{G-fibrados principales planos sobre X} /{transformaciones gauge} ol Ra(X).
Denotaremos por M (X) al conjunto cociente
{G-fibrados principales planos sobre X} /{transformaciones gauge}

que se denomina espacio de mdduli de los G-fibrados principales planos sobre X.
Lema 5.3. La aplicacion hol : Mg (X) = Ra(X) es biyectiva.

Demostracion. Por un lado, a cada homomorfismo p : m(X,z) — G le vamos a asociar un fibrado
plano (P,, A,) de forma que hol(P,, A,) = hol(A,) = p. Considerando el recubridor universal XXy
el G-recubridor principal trivial sobre X equipado con la conexién trivial Ag, ()? x G, Ap). La conexién
Ap es plana, por lo tanto tenemos que

(HA)(y,g) = TyX x @G.
Ahora, si hacemos actuar a (X, x) sobre X xG por la izquierda de manera que:

o] - (2,9) = ([o] - 2, p([o))9)

donde [o] - z es la accién definida en el apartado (3.2) y p([o])g es la operacién del grupo G, podemos

tomar el cociente _
P, = (X xGQ)/m (X, ).

Siw, : X x G — P, denota la proyeccion natural al cociente, podemos considerar la conexién inducida

A, como
HA,, = wp*(HAo)‘

Esta es una distribucién integrable cuya variedad integral maximal en un punto py € P, es el espacio
recubridor Y, = (X x Im(p))/m1(X) con homomorfismo de monodromia igual a p. En efecto, si pg es

la 6rbita de un punto (y,1lg) € X x G, entonces

po = {(lo] -y, p(Y])) : [o] € m (X, 2)},

que estd en biyeccién con Im(p). Por otra parte, la variedad integral maximal de H 4, correspondiente a
un punto (y, g) € X x @ es la subvariedad X x {g}. Tenemos entonces que la correspondiente variedad
integral maximal asociada a H,4, ha de venir dada por el cociente de la variedad X x Im(p) por la
misma accién del grupo fundamental. En conclusién, tenemos hol(A4,) = p.

Por otro lado, vamos a ver ahora que para cada G-fibrado principal plano (P, A) existe una transfor-
macién gauge relacionando (Pyo1(4), (Anol(a))) con (P, A). Procedemos de forma andloga a la demostra-
cién de la equivalencia entre G-recubridores y representaciones del grupo fundamental. Comenzamos
fijando un punto zg € X e identificando X como el conjunto de las clases de homotopia [v] de caminos
en X con v(0) = xg. Ahora, si (P, A) es un fibrado plano y fijamos un punto base pg sobre xg, podemos
considerar la correspondiente variedad integral maximal Y, y la aplicaciéon recubridora p : Y4 — X.
Como p es una aplicacién recubridora, todo camino v en X puede levantarse a un tnico camino 7y,
en Y4 con 7, (0) = po. Definimos ahora la aplicacién diferenciable

F:XxG—P
([7]’9) '—>:YP0(1) 9.

Consideremos ahora p = (A) : 71 (X, z) — G el homomorfismo de holonomia del fibrado plano (P, A).
Para todo [o] € m1 (X, x), como p es también igual a la monodromia de Yy, se tiene



Por tanto, la aplicacién F factoriza por el cociente E, = (X x G)/m (X, z) dado por la accién [o] -
(], 9) = ([o] - 7], p([o])g), obteniendo asi una aplicacién diferenciable ¢ : E, — P que conmuta con
las proyecciones a X. Esta aplicacién es claramente un difeomorfismo. Ademas, ¢ identifica Y4, con
Y4, ya que 7, (1) - g permanece en Yy si y sélo si g € Im(p). Concluimos entonces que ¢ determina
una transformacion gauge entre (P,, A,) y (P, A). O

Resumiendo, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 5.4. La holonomia
hol : Mg(X) = Ra(X)

que asocia a cada G-fibrado principal plano (P, A) en X el homomorfismo hol(A) : m(X,z9) — G
dado por la monodromia de una variedad integral maximal Y4 — X, define una biyeccion entre el
espacio de mdduli de fibrados planos Mq(X) y la variedad de caracteres Rg(X).

Ejemplo 5.5. Consideremos G = (R, +) el grupo aditivo de los ndmeros reales y £ = X xR — X el
R-fibrado trivial en X. Una conexién en F estd dada por una escisién de la sucesién exacta corta

0 — V=XXxR—TE=TX xR 2% pr,, TX —— 0.

Una tal escisién viene dada por un morfismo de fibrados TX x R — X x R sobre X x R, equivalente-
mente, esto es una seccién del fibrado cotangente T*X (tensorizado por R, aunque no hace nada) o,
lo que es lo mismo, una 1-forma A € Q(X).

La curvatura de la conexién definida por A es la 2-forma Fjy = dA € Q?(X). Por tanto, A define
una conexion plana si y sélo si dA = 0. Por otra parte, una transformacién gauge de (F, A) viene dada
por una funcién f : X — R que cambia A por A + df. Por tanto, A y A’ son gauge-equivalentes si y
sOlo si pertenecen a la misma clase de cohomologia de de Rham. Tenemos entonces que en este caso

Me(X) = Hig(X).
El teorema nos dice entonces que
Hip(X) = Mg(X) = Re(X) = Hom(m (X),R) = Hom(H,(X),R) = H'(X,R).
Obtenemos el teorema de de Rham para grado 1.

Ejemplo 5.6 (Teorfa Gauge en una superficie compacta orientable). En fisica moderna, el electro-
magnetismo se entiende como la teorfa gauge U(1). Asi, el espacio de méduli de U(1)-fibrados planos
en una variedad X, My 1)(X), se identifica con el espacio de mdéduli de soluciones a las ecua-
ciones de Maxwell. El teorema nos permite identificar este espacio con la variedad de caracteres de
X,

Ry (X) = Hom(m (X),U(1)).

Esta variedad es especialmente simple en este caso en el que X es una superficie compactay G = U(1)
es un grupo abeliano. En efecto, si X es una (la) superficie compacta de género g, se tiene una
presentacién finitamente generada de 71 (X) como

m(X) = (a1,...,aqg,b1,...,bg|[ar,b1] - [ag, by] = 1).

Aqui, [a,b] = aba='b~! denota el conmutador de dos elementos. Como U(1) es abeliano, las relaciones
se trivializan y obtenemos que la variedad de caracteres en este caso es simplemente un toro de
dimension g,

RU(l)(X) =U1)? =TY.

Cuando X se equipa de la estructura de una superficie de Riemann, la teoria de Hodge identifica
este toro con la variedad jacobiana de la superficie de Riemann X, que clasifica los fibrados de linea
holomorfos de grado 0 en X.
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Maés generalmente, la variedad de caracteres de X para un grupo de Lie G se identifica como
Rg(X) = {Al,...,Ag,Bl,. ..,Bg eG: [AhBl] [Ag,Bg] = 1}/G

Cuando G = U(n), el espacio de méduli de fibrados planos M,y (X) se identifica con el espacio
de mdduli de soluciones a las ecuaciones de Yang-Mills. Este espacio es de gran interés en
fisica. Ademds, Narasimhan y Seshadri demostraron en 1965 que (fijada una estructura de superficie de
Riemann en X) este espacio puede identificarse con el espacio de méduli de los fibrados holomorfos.
Para grupos G mas generales los resultados de Narasimhan y Seshadri fueron extendidos a finales de
los anos 80 por Donaldson, Corlette, Hitchin, Simpson, y otros, para relacionar el espacio M (X) con
el espacio de méduli de los fibrados de Higgs. Este conjunto de resultados se conoce a dia de hoy
como la teoria de Hodge no abeliana.

Una introduccién elemental a estos temas puede leerse en el apéndice de Garcia-Prada al libro de
Wells [11].
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